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Křivky
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Zadáńı ǩrivky

Zadáńı:
Explicitńı
Implicitńı
Parametrické
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Explicitńı ǩrivky

y = f(x)

y = f(x)

x

y
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Implicitńı ǩrivky

f(x, y) = 0

Př́ıklad: kružnice
(x− xs)

2 + (y − ys)
2 − r2 = 0

obt́ıžně zobrazitelné

f(x,y) : 

x

y

xs

ys
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Parametrické zadáńı

Dráha bodu v čase
t ∈< tmin, tmax >

x = x(t), y = y(t)

Bodová rovnice:
Q(t) = [x(t), y(t)]

Vektorová rovnice:
−→q (t) = [x(t), y(t)]

Polohový vektor
−→q (t) = Q(t)− [0, 0]

Jednoduché zobrazeńı – záviśı
jen na jednom parametru t

x(1)

y(1)

y(0)

x(0)

t0

t1

Q(t)
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Složitěǰśı ǩrivky

Složitěǰśı ǩrivky děĺıme na segmenty

je nutné řešit návaznost – uzel

Tečný vektor
−→
q′ (t0) = (x′(t0), y

′(t0))

Rovnice tečny

P (u) = Q(t0) + u
−→
q′ (t0) = (x′(t0), y

′(t0))

směrový vektor p̌ŕımky ~q′(t0)

Spojitost:

Parametrická
Geometrická

Tř́ıda ǩrivky

x

y

Q1(t)

uzel  
Q1(1)=Q2(0)

Q2(t)
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Parametrická spojitost

Parametrické spojitost stupně n

Označeńı: Cn

Ve všech bodech má spojité
derivace podle parametru t do
řádu n

C0 = segmenty jsou spojitě
navázány

C1 = tečný vektor v koncovém
bodě segmentu Q1 je roven
tečnému vektoru segmentu Q2

~q1
(i)(1) = ~q2

(i)(0), ∀i = 0, . . . , n

C1C0 C2
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Geometrická spojitost

Geometrická spojitost stupně n

Označeńı: Gn

Ve všech bodech má spojité
derivace podle parametru t do
řádu n

C0 = koncový bod prvńıho
segmentu je počátečńım bodem
druhého

C1 = tečné vektory ~q1(1) a
~q2(0) jsou souhlasně kolineárńı

~q1(1) = k · ~q2(0), pro k > 0

G1
C1
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Modelováńı ǩrivek
Polynomiálńı ǩrivky

Qn(t) = a0 + a1t + a2t
2 + · · ·+ ant

n

Modeluj́ı se pomoćı ř́ıd́ıćıch bod̊u

Ř́ıd́ıćı body tvǒŕı ř́ıd́ıćı polynom

Ř́ıd́ıćı body se:
Interpoluj́ı
Aproximuj́ı
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Kubiky

Polynomiálńı ǩrivky 3. stupně

Můžeme zaručit spojitost C2

Parametrické zadáńı:
x(t) = axt

3 + bxt
2 + cxt + dx

y(t) = ayt
3 + byt

2 + cyt + dy

Maticové zadańı:

Q(t) = TC =
[
t3 t2 t 1

] 
ax ay
bx by
cx cy
dx dy


Záviśı na 8 parametrech
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Obecné vlastnosti ǩrivek

Křivka má procházet krajńımi body.

Pokud na ǩrivku aplikujeme nějakou lineárńı transformaci (p̌ŕıpadně projekci), pak
bychom měli dostat stejný výsledek, jako bychom tuto transformaci aplikovali na ř́ıd́ıćı
body a pak ǩrivku podle nich vykreslili.

Vlastnosti konvexńı obálky:

silná podḿınka: celá ǩrivka lež́ı v konvexńı obálce svých ř́ıd́ıćıch bodů.
slabá podḿınka: část ǩrivky lež́ı v konvexńı obálce některých ř́ıd́ıćıch bodů (segment lež́ı
v obálce svého ř́ıd́ıćıho polynomu).

Změnou polohy a váhy ř́ıd́ıćıho bodu se měńı jen část ǩrivky, nikoliv ǩrivka celá.
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Interpolačńı ǩrivky

Matlab: vystup y = interp1(vstup x, vstup y, vystup x, metoda);
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Hermitovské kubiky

Interpolačńı ǩrivky

Ř́ıd́ıćı body: P0 a P1

Tečné vektory koncových bod̊u: ~p0
′ a ~p1

′

P (t) = (2t3 − 3t2 + 1)P0 + (t3 − 2t2 + t)~p0
′ + (−2t3 + 3t2)P1 + (t3 − t2)~p1

′

P0

P1

P0

P1

P0

P1
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Aproximačńı ǩrivky

Křivka nemuśı procházet body, jen se k nim bĺıžit

Př́ıklad:

Beziérovy ǩrivky
Coonsovy ǩrivky
Spline ǩrivky
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Beziérovy ǩrivky

Použit́ı – definice font̊u

Křivka procháźı prvńım a posledńım bodem a lež́ı v konvexńı obálce ř́ıd́ıćıch bodů

Invariantńı v̊uči posunu, změně mě̌ŕıtka a otočeńı

Změna polohy bodu má vliv na tvar celé ǩrivky

Beziérova ǩrivka stupně n: Q(t) =
∑n

i=1 PiB
n
i (t)

Bi jsou Bernsteinovy polynomy n-tého stupně

Bn
i (t) =

(
n
i

)
ti(1− tn−i)

Pro t ∈< 0, 1 >, i = 0, . . . , n
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Beziérovy ǩrivky
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Beziérovy ǩrivky

Složitěǰśı ǩrivky děĺıme nejčastěji
na kubiky

Spojitost C0: snadná

Spojitost C1: bod Pn = Q0

sťredem úsečky určené body
Pn−1 a Q1

~q0
′ = n(Q1 −Q0)

~p1
′ = n(Pn − Pn−1)

Spojitost G1: Pn−1, Pn = Q0 a
Q1 lež́ı na jedné p̌ŕımce

Q3

Q1

Q2

P2

P3=Q0

P1

P0
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Vykresleńı Beziérových ǩrivek v rastru

Algoritmy:

naivńı (neadaptivńı)
rekurzivńı algoritmus de Castlejau
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Naivńı algoritmus

Zadáńı ǩrivky: Q(t) =
∑n

i=1 PiB
n
i (t)

Postupně dosazujeme t a body spoj́ıme úsečkami

∆t – konstantńı (nestejně dlouhé úseky ǩrivky)
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Algoritmus de Castlejau

Výpočet bodu Q(t) = Pn,n

Pj,i(t) = (1−t)Pj−1,i−1+tPj,i−1

i = 1, . . . , n a j = i, i + 1, . . . , n

Vstup: body ř́ıd́ıćıho polygonu
(Pi,0 = Pi)

Postup výpočtu Q(1/2) (P3,3)

Každé rozděleńı generuje dva
nové ř́ıd́ıćı polygony

P1,1 P3,1

P3,0

P1,0

P0,0

P2,0P2,1

P2,2 P2,3P3,3
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