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Fermatova věta

Aditivńı grupy Zn a Z/nZ jsou p̌rirozeně isomorfńı.
Tř́ıdy a + nZ pro každé a ∈ Zn.
Sč́ıtáńı ťŕıd v Z/nZ jsme definovali sč́ıtáńım reprezentant̊u ťŕıd
Ze Z/nZ uděláme okruh tak, že budeme ťŕıdy analogickým způsobem násobit.
Muśıme jen ukázat, že takto definovaný součin je dob̌re definovaný.
Asociativita a distributivńı zákony plynou z vlastnost́ı reprezentant̊u v Z.
Vybereme reprezentanty ťŕıd a + rn ∈ a + nZ a b + sn ∈ b + nZ
(a + rn)(b + sn) = ab + (as + rb + rsn)n, což je prvek ab + nZ.

Tvrzeńı

Pro libovolné těleso, nenulové prvky s násobeńım tvǒŕı grupu.
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Fermatova věta

Věta 46 (Malá Fermatova věta)

Pokud a ∈ Z a p je prvoč́ıslo, které neděĺı a, pak p děĺı ap−1 − 1, tj. ap−1 ≡ 1 (mod p) pro
a ≢ 0 (mod p).

Důkaz

Uvažujme Zp. Nenulové prvky 1,2, . . . p − 1. Z p̌redchoźıho tvrzeńı vid́ıme, že tvǒŕı grupu
řádu p − 1 s násobeńım modulo p.
Protože řád libovolného prvku v grupě děĺı řád té grupy, vid́ıme, že pro b ∈ Z, b ≠ 0 plat́ı,
že bp−1 = 1.
Použit́ım toho, že Zp je isomorfńı s okruhem ťŕıd rozkladu ve tvaru a + pZ vid́ıme, že pro
libovolné a ∈ Z, a ∉ 0 + pZ muśı platit
ap−1 ≡ 1 (mod p).
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Fermatova věta

Důsledek 12

Pokud a ∈ Z, pak ap ≡ a (mod p) pro libovolné prvoč́ıslo p.

Důkaz

Pro a ≢ 0 (mod p) to plyne z p̌redchoźı věty.
Pro a ≡ 0 (mod p) se obě strany redukuj́ı na 0 (mod p).

Př́ıklad 93

Spoč́ıtejte zbytek 8103 po děleńı 13.
Využijte Malou Fermatovu větu.
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Fermatova věta

Př́ıklad

Spoč́ıtejte zbytek 8103 po děleńı 13.

8 neděĺı 13

8103 = (812)8(87)

(812) = (813−1), (813−1) ≡ 1 (mod 13)

(812)8(87) ≡ (18)(87) ≡ 87 (mod 13)

87 = (−5)7

(−5)(−5)6 = (−5)(25)3 = (−5)(−1)3 = (−8)

8103 ≡ 5 (mod 13)

Př́ıklad 94

Ukažte, že 211213 − 1 neńı dělitelné 11.
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Fermatova věta

Př́ıklad

Ukažte, že 211213 − 1 neńı dělitelné 11.

Dle Fermatovy věty 210 ≡ 1 (mod 11)

211213 − 1 ≡ [(210)1121 ⋅ 23] − 1 ≡ [11121 ⋅ 23] − 1 ≡ 23 − 1 ≡ 8 − 1 ≡ 7 (mod 11)

Zbytek po děleńı č́ısla 211213 − 1 č́ıslem 11 je 7 (ne 0)

Př́ıklad 95

Ukažte, že pro všechny n ∈ Z plat́ı, že n33 − n je dělitelné 15.
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Fermatova věta

Př́ıklad

Ukažte, že pro všechny n ∈ Z plat́ı, že n33 − n je dělitelné 15.

15 = 3 ⋅ 5

Pomoćı Fermatovy věty ukážeme, že všechna n33 − n jsou dělitelná 3 i 5

Pokud 3 děĺı n, pak určitě děĺı n(n32 − 1)

Pokud 3 neděĺı n, dle Fermatovy věty n2 ≡ 1 (mod 3), takže
n32 − 1 ≡ (n2)16 − 1 ≡ 116 − 1 ≡ 0 (mod 3)
3 děĺı n32 − 1 tedy i n(n32 − 1)

Pokud 5 děĺı n, pak určitě děĺı n(n32 − 1)

Pokud 5 neděĺı n, dle Fermatovy věty n4 ≡ 1 (mod 5), takže
n32 − 1 ≡ (n4)8 − 1 ≡ 18 − 1 ≡ 0 (mod 5)
5 děĺı n32 − 1 tedy i n(n32 − 1)
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Fermatova věta

Tvrzeńı

Z malé Fermatovy věty plyne a−1 ≡ ap−2 (mod p).

Př́ıklad

Určete a−1 v Z7 pro a = 2.
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Fermatova věta

Př́ıklad

Určete a−1 v Z7 pro a = 2.

a−1 ≡ ap−2 (mod p)

2−1 ≡ 27−2 (mod 7)

2−1 ≡ 25 (mod 7)

25 (mod 7) = 4
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Eulerovo zobecněńı Fermatovy věty

Věta 47

Necht’ Gn je množina nenulových č́ısel z Zn, které nejsou dělitelé nuly. Pak Gn s
násobeńım modulo n tvǒŕı grupu.

Důkaz

Muśıme ukázat, že Gn je uzav̌rená na násobeńı modulo n
a, b ∈ Gn. Pokud ab ∉ Gn, pak by v Zn existovalo c ≠ 0 takové, že (ab)c = 0.
Z asociativity plyne (ab)c = a(bc) = 0.
Protože b ∈ Gn a c ≠ 0, máme, že bc ≠ 0 (dle definice Gn).
To by ale pak znamenalo, že a ∉ Gn, protože a(bc) = 0.
Což je spor.

Ukázali jsme, že pro každý okruh je množina nenulových prvk̊u, které nejsou dělitelé nuly,
uzav̌rená na násobeńı.
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Eulerovo zobecněńı Fermatovy věty

Důkaz (Pokračováńı)

Muśıme ukázat, že Gn je grupa
Násobeńı modulo n je asociativńı.
1 ∈ Gn

Zbývá ukázat existenci inverzńıch prvk̊u. Necht’ 1, a1, . . . , ar jsou prvky Gn.
Pro a ∈ Gn jsou prvky a1, aa1, . . . , aar všechny r̊uzné. To proto, že aai = aaj by
znamenalo a(ai − aj) = 0 a a neńı dělitel 0, pak muśı (ai − aj) = 0 (ai = aj).
Muśı platit a1 = 1 nebo nějaké aai = 1 a tedy a má inverzi.
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Eulerovo zobecněńı Fermatovy věty

Definice

Mějme n ∈ N. Funkce ϕ ∶ N→ N je funkce, která n p̌rǐrad́ı počet č́ısel v N menš́ıch nebo
rovno n, které jsou nesoudělné s n. Této funkci ř́ıkáme Eulerova funkce.

Př́ıklad 96

Vypoč́ıtejte ϕ(n) pro n = 12.
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Eulerovo zobecněńı Fermatovy věty

Př́ıklad

Vypoč́ıtejte ϕ(n) pro n = 12.

Č́ısla nesoudělná s 12:
1, 5, 7, 11

ϕ(12) = 4
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Eulerovo zobecněńı Fermatovy věty

Z věty 41 v́ıme, že v okruhu Zn jsou dělitelé nuly právě ty prvky, které nejsou nesoudělné s
n.

Tvrzeńı

ϕ(n) je počet nenulových prvk̊u Zn, které nejsou dělitelé nuly.
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Eulerovo zobecněńı Fermatovy věty

Věta 48 (Eulerova věta)

Pokud a je celé č́ıslo nesoudělné s n, pak aϕ(n) − 1 je dělitelné n. Tedy
aϕ(n) ≡ 1 (mod n)

Důkaz

Pokud je a nesoudělné s n, pak ťŕıda a + nZ dle podgrupy nZ obsahuj́ıćı a obsahuje č́ıslo
b < n, které je nesoudělné s n.
Použit́ım faktu, že součin ťŕıd lze vyjáďrit součinem jejich reprezentant̊u (součin modulo
n) a plat́ı
aϕ(n) ≡ bϕ(n) (mod n)
b je prvek multiplikativńı grupy Gn řádu ϕ(n) obsahuj́ıćı ϕ(n) prvk̊u Zn nesoudělných s n.
Takže bϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Př́ıklad 97

Vyzkoušejte platnost věty pro n = 12.
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Eulerovo zobecněńı Fermatovy věty

Př́ıklad

Vyzkoušejte platnost věty 48 pro n = 12.

ϕ(12) = 4.

a nesoudělné s 12: a4 ≡ 1 (mod 12)

5:
54 = (25)2 = 625 = 12(52) + 1
54 ≡ 1 (mod 12)

7:
74 = (49)2 = 2401 = 12(200) + 1
74 ≡ 1 (mod 12)
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Řešeńı rovnic

Věta 49

Necht’ m ∈ N a a ∈ Z je nesoudělné s m.
Pro každé b ∈ Zm, rovnice ax = b má unikátńı řešeńı v Zm.

Důkaz

Dle věty 47 v́ıme, že a má multiplikativńı inverzi (je jednotka) v Zm. s = a−1b je jistě
řešeńım rovnice. Násobeńım a−1 obě strany rovnice ax = b dostaneme, že je to jediné
řešeńı.

Předchoźı věta v řeči kongruenćı.

Důsledek 13

Pokud a a m jsou nesoudělné, tak pro libovolná celá č́ısla b má kongruence
ax ≡ b (mod m)

jako řešeńı všechna č́ısla v právě jedné zbytkové ťŕıdě modulo m.
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Řešeńı rovnic

Věta 50

Necht’ m ∈ N a a, b ∈ Z, d = gcd(a,m).
Rovnice ax = b má řešeńı v Zm právě, když d děĺı b.
Když d děĺı b, má tato rovnice právě d řešeńı v Zm.

Důkaz

Prvně ukažme, že neexistuje řešeńı ax = b v Zm pokud d neděĺı b.
Předpokládejme, že s ∈ Zm je řešeńı. Pak as − b = qm v Z. Takže b = as − qm. Protože d
děĺı a i m, vid́ıme, že d děĺı pravou stranu a tedy muśı dělit i b. Řešeńı existuje jen, když d
děĺı b.

Počet řešeńı. Předpokládejme, že d děĺı b.
Necht’ a = a1d, b = b1d a m =m1d
Pak rovnice as− b = qm v Z může být p̌repsána jako d(a1s− b1) = dqm1. Vid́ıme, že as− b
je násobek m právě, když a1s − b1 je násobek m1. Takže řešeńı rovnice ax = b v Zm jsou
právě ty prvky, které modulo m1 daj́ı řešeńı rovnice a1x = b1 v Zm1 .
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Řešeńı rovnic

Důkaz (Pokračováńı)

Necht’ s ∈ Zm1 je unikátńı řešeńı a1x = b1 (dané větou 49). Č́ısla v Zm, které se zredukuj́ı
na s modulo m1, jsou p̌resně ty, které mohou být vypoč́ıtány v Zm jako
s, s +m1, s + 2m1, . . . , s + (d − 1)m1

Takže existuje právě d řešeńı rovnice v Zm.

Důsledek 14

Necht’ d = gcd(a,m). Kongruence ax ≡ b (mod m) má řešeńı právě když d děĺı b, Pokud
to plat́ı, řešeńı jsou v právě d r̊uzných zbytkových ťŕıdách modulo m.

Z důkazu věty plyne i to, že když je libovolné řešeńı s nalezeno, tak řešeńı jsou právě
všechny prvky zbytkových ťŕıd (s + km1) +mZ, kde m1 =m/d a k = 0, . . . , d − 1.

Také můžeme naj́ıt takové s nalezeńım a1 = a/d a b1 = b/d a řešeńım a1x ≡ b1
(mod m1).

Při řešeńı kongruence můžeme uvažovat nahrazeńı a1 a b1 jejich zbytky modulo m1 a
řešit a1x = b1 v Zm1 .
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Řešeńı rovnic

Př́ıklad 98

Najděte všechna řešeńı kongruence 12x ≡ 27 (mod 18).

Využijte p̌redchoźı důsledek.
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Řešeńı rovnic

Př́ıklad

Najděte všechna řešeńı kongruence 12x ≡ 27 (mod 18).

gcd(12,18) = 6

6 neńı dělitel 27, takže řešeńı neexistuje.

Př́ıklad 99

Najděte všechna řešeńı kongruence 15x ≡ 27 (mod 18).
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Řešeńı rovnic

Př́ıklad

Najděte všechna řešeńı kongruence 15x ≡ 27 (mod 18).

gcd(15,18) = 3 a 3 je dělitel 27

Vše vyděĺıme 3 a uvažujeme kongruenci 5x ≡ 9 (mod 6)

Řeš́ıme rovnici 5x = 3 v Z6

Jednotky v Z6 jsou 1 a 5
5 je zjevně svoje vlastńı inverze

Řešeńı je x = (5−1)(3) = (5)(3) = 3

Řešeńı 15x ≡ 27 (mod 18) jsou č́ısla v následuj́ıćıch zbytkových ťŕıdách
3 + 18Z = {. . . ,−33,−15,3,21,39, . . .}
9 + 18Z = {. . . ,−27,−9,9,27,45, . . .}
15 + 18Z = {. . . ,−21,−3,15,33,51, . . .}
Všechna tato č́ısla padnou do zbytkové ťŕıdy 3 + 6Z modulo 6, protože vzešly z řešeńı
x = 3 rovnice 5x = 3 v Z6
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Řešeńı rovnic – shrnut́ı
ax ≡ 0 (mod n):

Vždy existuje řešeńı x = 0

Existuj́ı i jiná?

Pokud gcd(a,n) = 1, pouze jedno řešeńı [0]

Pokud gcd(a,n) ≠ 1 v́ıce řešeńı

Př́ıklad

3x = 0 v Z19, gcd(3,19) = 1 jen jedno řešeńı [0].

3x = 0 v Z15, gcd(3,15) = 3 jen jedno řešeńı [0].
Vykrát́ıme 3
x ≡ 0 (mod 5)
Řešeńı: {0,5,10}
x + 0 = 0
x + 5 = 0
x + 10 = 0
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Řešeńı rovnic – shrnut́ı
ax ≡ b (mod n):

b neńı násobkem gcd(a,n) – nemá řešeńı

b je násobkem gcd(a,n)
gcd(a,n) = 1 jedno řešeńı
gcd(a,n) ≠ 1 v́ıce řešeńı (Kolik?)

Př́ıklad

3x = 5 v Z15, gcd(3,15) = 3, 5 neńı násobkem 3 – nemá řešeńı

3x = 5 v Z11, gcd(3,11) = 1, 5 je dělitelné 1 – jedno řešeńı
4 ⋅ 3x ≡ 4 ⋅ 5 (mod 11) Vlevo chceme x, hledáme inverzńı prvek k 3 a t́ım vynásob́ıme
12x ≡ 20 (mod 11)
x ≡ 9 (mod 11)

3x = 9 v Z15, gcd(3,11) = 3, 9 je dělitelné 3 – v́ıce řešeńı
3x ≡ 9 (mod 15) Vykrát́ıme 3
x ≡ 3 (mod 5)
x = 3, x = 3 + 5 = 8, x = 3 + 5 + 5 = 13
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Pokud má každý nenulový prvek oboru integrity multiplikativńı inverzi, jedná se
o komutativńı těleso.

Mnoho obor̊u integrity ale těleso netvǒŕı. Nap̌ŕıklad Z.

Ukážeme si ale, že každý obor integrity může být obsažen (můžeme ho rozš́ı̌rit na)
v nějakém komutativńım tělese, které nazýváme pod́ılové těleso oboru integrity.

Toto těleso bude minimálńı těleso obsahuj́ıćı ten obor integrity
Nap̌ŕıklad pro Z j́ım je Q. (Prvky Q můžeme vyjáďrit jako pod́ıly prvk̊u Z)
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Postup konstrukce

Necht’ D je obor integrity, který chceme rozš́ı̌rit na pod́ılové těleso F .

Hrubá kostra:

1 Definujeme, co budou prvky F
2 Definujeme binárńı operaci sč́ıtáńı a násobeńı v F
3 Zkontrolujeme, zda v F plat́ı všechny axiomy komutativńıho tělesa
4 Ukážeme, že F můžeme vńımat tak, že obsahuje D jako podobor integrity
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Krok 1 – definice prvk̊u F

Necht’ D je obor integrity
D ×D = {(a, b)∣a, b ∈D}

Dvojici (a, b) budeme chápat jako reprezentaci formálńıho pod́ılu a/b
Nap̌r. pro D = Z dvojice (2,3) p̌redstavuje 2

3 .

Nebudeme však uvažovat všechny prvky kartézského součinu, jen
S = {(a, b)∣a, b ∈D, b ≠ 0}
Nap̌r. pro D = Z dvojice (2,0) nereprezentuje žádné č́ıslo.

Stále nemáme výsledné pole, protože r̊uzné dvojice mohou reprezentovat stejné č́ıslo.
Nap̌r. pro D = Z to mohou být dvojice (2,6) a (1,3).

Proto definujeme následuj́ıćı ekvivalenci na S
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Definice

Dva prvky (a, b) a (c, d) v S jsou ekvivalentńı právě, když ad = bc.
Znač́ıme (a, b) ∼ (c, d).

Definice je rozumná, protože je kritérium definováno pouze na prvćıch D a na jeho
operaci násobeńı.
Nap̌r. pro D = Z.Dvojice (2,6) a (1,3) je ekvivalentńı, protože (2)(3) = (6)(1), což
odpov́ıdá našemu chápáńı rovnosti zlomk̊u 2

6 =
1
3 .

Věta 51

Relace ∼ mezi prvky S je ekvivalence.

Důkaz

Reflexivita:
Pokud (a, b) ∼ (a, b), pak ab = ba. To plat́ı, protože násobeńı v D je komutativńı.
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Důkaz (Pokračováńı)

Symetrie:
Pokud (a, b) ∼ (c, d), pak ad = bc. Protože násobeńı v D je komutativńı, plat́ı cb = da a
následně (c, d) ∼ (a, b).

tranzitivita:
Pokud (a, b) ∼ (c, d) a (c, d) ∼ (e, f), pak ad = bc a cf = de. Spolu s využit́ım komutativity
násobeńı dostaneme
afd = fad = fbc = bcf = bde = bed
Protože d ≠ 0 a D je obor integrity, plat́ı zákon o kráceńı a tedy z afd = bed dostaneme
af = be, takže (a, b) ∼ (e, f).

∼ určuje rozklad S
ťŕıdu obsahuj́ıćı (a, b) označ́ıme [(a, b)]

Množinou F rozuḿıme ťŕıdy rozkladu S podle ∼

Množinu všech ťŕıd [(a, b)]
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Krok 2 – definice operaćı

Lemma 2

Pro [(a, b)] a [(c, d)] v F , rovnice
[(a, b)] + [(c, d)] = [(ad + bc, bd)]
[(a, b)][(c, d)] = [(ac, bd)]
jsou dob̌re definované operace sč́ıtáńı a násobeńı v F .

Pokud bychom brali D = Z, [(a, b)] je a
b a výše definované operace jsou operace v Q.

Důkaz

Výsledky jsou v F
Pokud jsou [(a, b)] a [(c, d)] v F , pak (a, b), (c, d) jsou v S, takže b ≠ 0 a d ≠ 0.
Protože D je obor integrity, bd ≠ 0 a tedy (ad + bc, bd) a (ac, bd) jsou v S. To znamená,
že [(ad + bc, bd)] a [(ac, bd)] jsou v F .
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Důkaz (Pokračováńı)

Operace jsou dob̌re definované: (byly definované pomoćı reprezentant̊u, když vybereme
jiné, zda dostaneme stejné výsledky)
Předpokládejme, že (a1, b1) ∈ [(a, b)] a (c1, d1) ∈ [(c, d)]
Sč́ıtáńı: Muśıme ukázat, že (a1d1 + b1c1, b1d1) ∈ [(ad + bc, bd)].
(a1, b1) ∈ [(a, b)] znamená (a1, b1) ∼ (a, b) tj. a1b = ab1. Obdobně (c1, d1) ∈ [(c, d)]
implikuje c1d = cd1.
Obě strany rovnice a1b = ab1 vynásob́ıme d1d a c1d = cd1 vynásob́ıme b1b. Sečteńım rovnic
dostaneme
a1bd1d + c1db1b = b1ad1d + d1cb1b.
D́ıky tomu, že je D obor integrity můžeme rovnici upravit:
(a1d1 + b1c1)bd = b1d1(ad + bc) a odtud dostaneme
(a1d1 + b1c1, b1d1) ∼ (ad + bc, bd)
a tedy (a1d1 + b1c1, b1d1) ∈ [(ad + bc, bd)].
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Důkaz (Pokračováńı)

Násobeńı: Muśıme ukázat, že (a1c1, b1d1) ∈ [(ac, bd)].
(a1, b1) ∈ [(a, b)] znamená (a1, b1) ∼ (a, b) tj. a1b = ab1. Obdobně (c1, d1) ∈ [(c, d)]
implikuje c1d = cd1.
Vynásobeńım rovnic a1b = ab1 a c1d = cd1 dostaneme
a1bc1d = b1ad1c.
D́ıky tomu, že je D obor integrity můžeme rovnici upravit:
a1c1bd = b1d1ac a odtud dostaneme
(a1c1, b1d1) ∼ (ac, bd)
a tedy (a1c1, b1d1) ∈ [(ac, bd)].
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Krok 3 – ově̌reńı platnosti axiomů

1 Sč́ıtáńı je v F komutativńı

2 Sč́ıtáńı je v F asociativńı

3 [(0,1)] je neutrálńı prvek sč́ıtáńı v F

4 [(−a, b)] je inverzńı prvek sč́ıtáńı pro [(a, b)] v F

5 Násobeńı je F asociativńı

6 Násobeńı je v F komutativńı

7 V F plat́ı distributivńı zákony

8 [(1,1)] je neutrálńı prvek násobeńı v F

9 Pokud [(a, b)] ∈ F neńı neutrálńı prvek sč́ıtáńı, pak a ≠ 0 v D a [(b, a)] je inverze
vzhledem k násobeńı k prvku [(a, b)]
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Důkaz (1)

Sč́ıtáńı je v F komutativńı.
Dle definice
[(a, b)] + [(c, d)] = [(ad + bc, bd)].
[(c, d)] + [(a, b)] = [(cb + da, db)].
Poťrebujeme ukázat, že (ad + bc, bd) ∼ (cb + da, db)
Jelikož je D obor integrity plat́ı, že
ad + bc = cb + da a bd = db
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Důkaz (9)

Necht’ [(a, b)] ∈ F . pokud a = 0, tak
a1 = b0 = 0, takže (a, b) ∼ (0,1) a tedy [(a, b)] = [(0,1)].
[(0,1)] je aditivńı neutrálńı prvek. Pokud tedy [(a, b)] neńı neutrálńı aditivńı prvek v F ,
pak a ≠ 0
[(a, b)][(b, a)] = [(ab, ba)]. V D plat́ı ab = ba takže (ab)1 = (ba)1 a (ab, ba) ∼ (1,1)
Takže [(a, b)][(b, a)] = [(1,1)] a [(1,1)] je multiplikativńı neutrálńı prvek.
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity
Krok 4 – D je podobor integrity F

Najdeme isomorfismus i oboru integrity D na podobor F

Pak p̌rejmenujeme obraz D skrze i, použit́ım jmen z D

Lemma 3

Zobrazeńı i ∶D → F dané p̌redpisem i(a) = [(a,1)] je isomorfismus D na podokruh tělesa
F .

Důkaz

Pro a, b ∈D plat́ı i(a + b) = [(a + b,1)]. Také
i(a) + i(b) = [(a,1)] + [(b,1)] = [(a1 + 1b,1)] = [(a + b,1)]
Takže i(a + b) = i(a) + i(b) (homomorfismus)
Injektivita:
pokud i(a) = i(b), tak [(a,1)] = [(b,1)], takže (a,1) ∼ (b,1), což nám dá a1 = 1b neboli
a = b.
Takže i je isomorfismus D s i[D] a samožrejmě i[D] je podokruh F .
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Věta 52

Obor integrity D může být rozš́ı̌ren na komutativńı těleso F (nebo vnǒren do F ) tak, že
každý prvek F může být vyjáďren jako pod́ıl dvou prvk̊u z D. F se nazývá pod́ılové
těleso oboru integrity D.

Na začátku jsme řekli, že F můžeme v jakémsi smyslu uvažovat jako minimálńı
komutativńı těleso obsahuj́ıćı D.
Je evidentńı, že každé komutativńı těleso muśı obsahovat prvky a/b pro každé a, b ∈D,
kde b ≠ 0.

Mgr. Markéta Trnečková, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova věta, Pod́ılová tělesa obor̊u integrity 36 / 39



Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Věta 53

Necht’ F je pod́ılové těleso oboru integrity D a L pole obsahuj́ıćı D. Pak existuje zobrazeńı
ψ ∶ F → L, které je isomorfismus F na podtěleso L takový, že ψ(a) = a pro a ∈D.

Důkaz

Prvek z F je ve tvaru a/F b, kde /F označuje pod́ıl
prvku a ∈D a b ∈D, jako prvk̊u F .
Samožrejmě chceme zobrazit a/F b na a/Lb, kde /L

označuje pod́ıl prvk̊u v L. Hlavńı úkol je ukázat, že je
toto zobrazeńı dob̌re definované.
Muśıme definovat ψ ∶ F → L. ψ(a) = a pro a ∈D.
Každé x ∈ F je pod́ıl a/F b pro dva prvky a, b ≠ 0 v D.
Definujeme ψ(a/F b) = ψ(a)/Lψ(b).

(máme najít)
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Důkaz (Pokračováńı)

Definujeme ψ(a/F b) = ψ(a)/Lψ(b).
Protože ψ je identita na D, pro b ≠ 0 plat́ı ψ(b) ≠ 0, takže definice ψ(a/F b) = ψ(a)/Lψ(b)
má smysl.
Pokud a/F b = c/Fd v F , pak ad = bc v D, takže ψ(ad) = ψ(bc), ale protože je ψ identita
na D
ψ(ad) = ψ(a)ψ(d) a ψ(bc) = ψ(b)ψ(c)
Takže ψ(a)/Lψ(b) = ψ(c)/Lψ(d) v L a tak je ψ dob̌re definované.

Rovnice ψ(xy) = ψ(x)ψ(y) a ψ(x + y) = ψ(x) +ψ(y) vycházej́ı p̌ŕımo z definice ψ na F a
z toho, že ψ je identita na D.
Pokud ψ(a/F b) = ψ(c/Fd), plat́ı
ψ(a)/Lψ(b) = ψ(c)/Lψ(d)
Takže ψ(a)ψ(d) = ψ(b)ψ(c).
Protože ψ je identita na D, dostáváme, že ad = bc, takže a/F b = c/Fd.
Takže ψ je injektivńı.
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Pod́ılová tělesa obor̊u integrity

Důsledek 15

Každé komutativńı těleso L obsahuj́ıćı obor integrity D obsahuje pod́ılové těleso oboru
integrity D.

Důkaz

V d̊ukazu p̌redchoźı věty je každý prvek podtělesa ψ[F ] tělesa L pod́ıl v L prvk̊u z D.

Důsledek 16

Libovolná dvě pod́ılová tělesa oboru integrity D jsou isomorfńı.

Důkaz

Předpokládejme, že v p̌redchoźı větě je L pod́ılové těleso oboru integrity D, takže každý
prvek x ∈ L může být vyjáďren ve tvaru a/Lb pro a, b ∈D.
Pak L je těleso ψ[F ] d̊ukazu p̌redchoźı věty a je tedy isomorfńı s F .
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