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Fermatova véta @

Aditivni grupy Z,, a Z/nZ jsou p¥irozen& isomorfni.

T¥idy a + nZ pro kazdé a € Z,,.

S&itdni tiid v Z/nZ jsme definovali s€itdnim reprezentanti t¥id

Ze Z[nZ ud&lame okruh tak, Ze budeme t¥idy analogickym zplsobem ndsobit.
Musime jen ukdzat, Ze takto definovany soulin je dobfe definovany.
Asociativita a distributivni zakony plynou z vlastnosti reprezentant(i v Z.
Vybereme reprezentanty tféid a+rnea+nZ ab+sneb+nZ
(a+rn)(b+sn)=ab+ (as+rb+rsn)n, coz je prvek ab + nZ.

Pro libovolné téleso, nenulové prvky s nasobenim tvofi grupu. I

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova vé&ta, Podilova t&lesa oborii intey



Fermatova véta @

Véta 46 (Mald Fermatova véta)

Pokud a € 7. a p je prvolislo, které nedéli a, pak p d&li a?~* —1, tj. a?~* =1 (mod p) pro
a#0 (mod p).

Dikaz

Uvazujme Z,,. Nenulové prvky 1,2,...p—1. Z pFedchoziho tvrzeni vidime, Ze tvoli grupu
Fadu p — 1 s ndasobenim modulo p.

ProtoZe Fad libovolného prvku v grupé déli Fad té grupy, vidime, Ze pro b € Z, b # 0 plati,
Ze Pl =1.

PouZitim toho, Ze 7, je isomorfni s okruhem tFid rozkladu ve tvaru a + pZ vidime, Ze pro
libovolné a € 7, a ¢ 0 + pZ musi platit

a’~t =1 (mod p).

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova vé&ta, Podilova t&lesa oborii intey



Fermatova véta @

Pokud a € Z, pak a? = a (mod p) pro libovolné prvocislo p. l

Pro a 20 (mod p) to plyne z pFedchozi véty.
Pro a =0 (mod p) se obé& strany redukuji na 0 (mod p).

Spotitejte zbytek 8193 po d&leni 13.
ViyuZijte Malou Fermatovu vétu.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova t&lesa oborii inte;



Fermatova véta @

Spocitejte zbytek 893 po d&leni 13. l

m 8 nedéli 13

- 8103 (812) (87)

m (812) = (81371), (8871) =1 (mod 13)

m (812)8(87) = (1%)(87) = 8" (mod 13)

m 87 =(-5)7

m (=5)(=5)° = (-5)(25)% = (-5)(-1)? = (-8)
m 8% =5 (mod 13)

Ukazte, 2e 211213 _ 1 neni délitelné 11. '

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova t&lesa oborii inte;



Fermatova véta @

Ukazte, %e 211213 _ 1 neni délitelné 11. l

m Dle Fermatovy véty 219 =1 (mod 11)
m 21218 1 = [(210)1121. 93] 1 =112 23] 1223 -1=8-1=7 (mod 11)
m Zbytek po d&len &isla 211213 — 1 ¢islem 11 je 7 (ne 0)

Ukazte, Ze pro viechny n € Z plati, Ze n3® —n je délitelné 15. '

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova té&lesa oborii inte;



Fermatova véta @

Ukazte, Ze pro viechny n € Z plati, Ze n®® —n je délitelné 15.

15=3-5

Pomoci Fermatovy véty ukdzeme, Ze véechna n
Pokud 3 d&li n, pak uréité déli n(n3? - 1)
Pokud 3 nedgli n, dle Fermatovy v&ty n? =1 (mod 3), takZe
n32-1=(n?)%-1=1%-1=0 (mod 3)

3 d&li 32 — 1 tedy i n(n3%-1)

m Pokud 5 d&li n, pak ur&it& d&li n(n3? - 1)

m Pokud 5 ned&li n, dle Fermatovy véty n* =1 (mod 5), takze
n3?-1=(n*)¥-1=18-1=0 (mod 5)
5 d&li n3% 1 tedy i n(n3? - 1)

33 _n jsou délitelnd 3i 5

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova vé&ta, Podilova t&lesa oborii intey



Fermatova véta @

Z malé Fermatovy véty plyne a™! = a?~% (mod p).

Uréete a™ v Z7 pro a = 2.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova télesa obori integ



Fermatova véta @

Uréete a™* v Z7 pro a = 2. '

ma ! =a”? (mod p)
m271=2"2 (mod 7)
m271=2° (mod 7)

m 2° (mod 7) =4

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova t&lesa oborii inte;



Eulerovo zobecnéni Fermatovy véty W

Véta 47

Necht G,, je mnoZina nenulovych &isel z Z,,, které nejsou délitelé nuly. Pak G, s
ndsobenim modulo n tvoFi grupu.

Diikaz

Musime ukazat, Ze G, je uzavFend na nasobeni modulo n

a,b e G,. Pokud ab ¢ G,,, pak by v 7, existovalo c + 0 takové, Ze (ab)c = 0.
Z asociativity plyne (ab)c = a(bc) = 0.

ProtoZe b € G,, a ¢+ 0, mdme, Ze bc # 0 (dle definice Gy,).

To by ale pak znamenalo, Ze a ¢ G,,, protoZe a(bc) = 0.

CoZ je spor.

Ukdzali jsme, Ze pro kazdy okruh je mnoZina nenulovych prvki, které nejsou délitelé nuly,
uzavfend na ndsobeni.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova vé&ta, Podilova t&lesa oborii intey



Eulerovo zobecnéni Fermatovy véty @

Diikaz (Pokratovani)

Musime ukazat, Ze G, je grupa
Nasobeni modulo n je asociativni.

leG,
Zbyvs ukdzat existenci inverznich prvki. Necht 1,aq,...,a, jsou prvky G,,.
Pro a € G, jsou prvky al,aaq,...,aa, viechny riizné. To proto, Ze aa; = aa; by

znamenalo a(a; — aj) =0 a a neni délitel 0, pak musi (a; —aj) =0 (a; = a;).
Musi platit al = 1 nebo néjaké aa; =1 a tedy a ma inverzi.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova vé&ta, Podilova t&lesa oborii intey



Eulerovo zobecnéni Fermatovy véty @

Méjme n € N. Funkce ¢ : N — N je funkce, kterd n pFiradi pocet &isel v N mensich nebo
rovno n, které jsou nesoudélné s n. Této funkci Fikime Eulerova funkce.

Vypocitejte p(n) pron =12.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova t&lesa oborii inte;



Eulerovo zobecnéni Fermatovy véty @

Vypocitejte p(n) pron =12. '

m Cisla nesoud&lnd s 12:
1,5, 7, 11

mp(12)=4

Fermatova a Eulerova véta, Podilova télesa obori inte;

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Eulerovo zobecnéni Fermatovy véty @

Z véty 41 vime, ze v okruhu Z,, jsou délitelé nuly pravé ty prvky, které nejsou nesoudélné s
n.

w(n) je po&et nenulovych prvki Z,, které nejsou délitelé nuly. l

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova t&lesa oborii inte;



Eulerovo zobecnéni Fermatovy véty W
Véta 48 (Eulerova véta)

Pokud a je celé &islo nesoudé&lné s n, pak a?™ —1 je dé&litelné n. Tedy
a?™ =1 (mod n)

Diikaz

Pokud je a nesoudélné s n, pak ttida a + nZ dle podgrupy nZ obsahujici a obsahuje Cislo
b < n, které je nesoudéIné s n.

PouZitim faktu, Ze soucin t¥id Ize vyjadFit sou¢inem jejich reprezentanti (sou¢in modulo
n) a plati

a?(™ = p#() (mod n)

b je prvek multiplikativni grupy G,, ¥adu @(n) obsahujici o(n) prvkd Z,, nesoudé&lnych s n.
Takze b*(™ =1 (mod n).

v

P¥iklad 97
Vyzkousejte platnost véty pro n = 12.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova vé&ta, Podilova t&lesa oborii intey



Eulerovo zobecnéni Fermatovy véty @

Viyzkousejte platnost véty 48 pro n = 12. '

m o(12) =4.
m a nesoudéné s 12: a* =1 (mod 12)
m O

5% = (25)% = 625 = 12(52) + 1
5% =1 (mod 12)

m T
74 = (49)% = 2401 = 12(200) + 1
74 =1 (mod 12)

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova té&lesa oborii inte;



Reseni rovnic @

Necht m €N a a € Z je nesoud&lné s m.
Pro kaZdé b € Z,,,, rovnice ax = b ma unikatni Feseni v Z, .

Dle véty 47 vime, e a md multiplikativni inverzi (je jednotka) v Z,,. s = a™'b je jist&
Fesenim rovnice. Ndsobenim a~' obé& strany rovnice ax = b dostaneme, Ze je to jediné
Feseni.

Ptedchozi véta v feti kongruenci.

Pokud a a m jsou nesoudéIné, tak pro libovolna celd &isla b ma kongruence
ax =b (mod m)
Jjako FeSeni vSechna &isla v pravé jedné zbytkové tFidé modulo m.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova t&lesa oborii intey



Reseni rovnic W
Véta 50

Necht m €N a a,be Z, d = ged(a,m).
Rovnice ax = b ma reseni' v Z,, pravé, kdyz d déli b.
KdyZ d déli b, ma tato rovnice pravé d Feseni v Z,.

Dikaz

Prvné ukaZme, Ze neexistuje feseni ax = b v Z,, pokud d nedéli b.

Predpokladejme, Ze s € Z,, je FeSeni. Pak as —b=qm v Z. TakZe b = as — gm. ProtoZe d
déli a i m, vidime, Ze d d&li pravou stranu a tedy musi dé&lit i b. Reenf existuje jen, kdy? d
déli' b.

Pocet Feseni. Predpokladejme, Ze d déli'b.

Necht a = a1d, b =bid a m = m1d

Pak rovnice as —b = qm v Z muZe byt pfepsdna jako d(a1s—b1) = dgm;. Vidime, Ze as—b
je nasobek m pravé, kdyz a1s — by je ndsobek my. TakZe FeSeni rovnice ax = b v Z,, jsou
pravé ty prvky, které modulo m; daji FeSeni rovnice a1x =by v Zyy,, .

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova vé&ta, Podilova t&lesa oborii intey



Reseni rovnic W
Dikaz (Pokra&ovani)

Necht s € Zy,, je unikatni FeSeni ajx = by (dané vétou 49). Cisla v Z,,, které se zredukuji
na s modulo my, jsou presné ty, které mohou byt vypocitany v Z,, jako

s, s+mq, s+2my, ..., s+ (d-1)my
TakZe existuje pravé d resSeni rovnice v Zy,.

Disledek 14
Necht d = gcd(a,m). Kongruence ax =b (mod m) md FeSeni pravé kdyZ d déli b, Pokud
to plati, Feseni jsou v pravé d riiznych zbytkovych ttridach modulo m.

m Z dikazu véty plyne i to, Ze kdyZ je libovolné YeSeni s nalezeno, tak ¥eSeni jsou pravé
vSechny prvky zbytkovych t¥id (s + kmy) + mZ, kde my =m/d a k=0,...,d-1.

m Také miZeme najit takové s nalezenim a; = a/d a by = b/d a Ye¥enim ayx = by
(mod my).

m P¥i ¥eSeni kongruence miiZeme uvazovat nahrazeni a1 a by jejich zbytky modulo mq a
vesit a1x =01 v Zp, .

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova vé&ta, Podilova t&lesa oborii intey



Redeni rovnic @

Najdéte viechna FeSeni kongruence 12z = 27 (mod 18).

Vyuzijte ptedchozi diisledek.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova t&lesa oborii inte;



Redeni rovnic @

Najdéte viechna FeSeni kongruence 12z = 27 (mod 18). '

m ged(12,18) =6

m 6 neni délitel 27, takZe FeSeni neexistuje.

Najdéte viechna Feseni kongruence 15z = 27 (mod 18). I

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova t&lesa oborii inte;



Reseni rovnic @

Najd&te viechna FeSeni kongruence 15z = 27 (mod 18). l

ged(15,18) =3 a 3 je délitel 27

[
m Ve vydélime 3 a uvaZujeme kongruenci 5z =9 (mod 6)
[
[

Re¥ime rovnici 5z = 3 v Zg

Jednotky v Zg jsou 1 a

5 je zjevné svoje vlastni inverze

Regeni je z = (571)(3) = (5)(3) =3

Regeni 15z = 27 (mod 18) jsou &isla v nasledujicich zbytkovych t¥idach
3+18Z={...,-33,-15,3,21,39,...}

9+18Z={...,-27,-9,9,27,45,...}

15+18Z={...,-21,-3,15,33,51,...}

Vsechna tato &isla padnou do zbytkové tfidy 3 + 6Z modulo 6, protoZe vzesly z YeSen{
x = 3 rovnice bx =3 v Zg

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova t&lesa oborii intey



Redeni rovnic — shrnutf @
ax =0 (mod n):

m VZdy existuje feSeni x =0

m Existuji i jina?

m Pokud ged(a,n) =1, pouze jedno feseni [0]

m Pokud ged(a,n) # 1 vice YeSeni

Ptiklad
3z =0 v Zig, ged(3,19) = 1 jen jedno Feeni [0].

3z =0 v Zis, ged(3,15) = 3 jen jedno Feeni [0].
Viykratime 3

2 =0 (mod 5)

Reseni- {0,5,10}

z+0=0

z+5=0

z+10=0 )

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova vé&ta, Podilova t&lesa oborii intey



Redeni rovnic — shrnutf @
ar =b (mod n):
m b neni ndsobkem gcd(a,n) — nema ¥edeni
m b je ndsobkem gcd(a,n)
m gcd(a,n) =1 jedno ¥eeni
m gcd(a,n) # 1 vice feseni (Kolik?)

Priklad
3x =5 vZs, ged(3,15) = 3, 5 neni ndsobkem 3 — nemd FeSeni

3x=5vZ, ged(3,11) = 1, 5 je délitelné 1 — jedno Feseni

4-3x=4-5 (mod 11) Vlevo chceme x, hledame inverzni prvek k 3 a tim vynasobime
122 =20 (mod 11)

=9 (mod 11)

3x =9 v Zis, ged(3,11) = 3, 9 je délitelné 3 — vice FeSeni
3z =9 (mod 15) Vykratime 3

x =3 (mod 5)

r=3,r=3+5=8 r=3+5+5=13

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova vé&ta, Podilova t&lesa oborii intey



Podilova télesa obor( integrity W

m Pokud ma kazdy nenulovy prvek oboru integrity multiplikativni inverzi, jedna se
o komutativni téleso.
m Mnoho oborli integrity ale té&leso netvoti. Nap¥iklad Z.
m UkdZeme si ale, Ze kazdy obor integrity miZe byt obsaZzen (miZeme ho roz¥ifit na)
v néjakém komutativnim télese, které nazyvame podilové téleso oboru integrity.
m Toto téleso bude minimalni téleso obsahujici ten obor integrity
Naptiklad pro Z jim je Q. (Prvky Q miZeme vyjadfit jako podily prvki Z)

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova té&lesa oborii integ



Podilova télesa obor( integrity @

Postup konstrukce

m Necht D je obor integrity, ktery chceme rozsiit na podilové téleso F'.
m Hruba kostra:
Definujeme, co budou prvky F
Definujeme bindrni operaci s¢itani a nasobeni v F'
Zkontrolujeme, zda v F' plati v8echny axiomy komutativniho télesa
Ukédzeme, Ze F' miizeme vnimat tak, Ze obsahuje D jako podobor integrity

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova té&lesa oborii integ



Podilova télesa obor( integrity @

Krok 1 — definice prvkia F

m Necht D je obor integrity
D x D ={(a,b)|a,be D}
m Dvojici (a,b) budeme chépat jako reprezentaci formalniho podilu a/b
Nap¥. pro D = Z dvojice (2,3) predstavuje .
m Nebudeme v8ak uvaZovat viechny prvky kartézského soudinu, jen
S ={(a,b)|la,be D,b+0}
Nap¥. pro D = Z dvojice (2,0) nereprezentuje zadné &islo.
m Stdle nemdme vysledné pole, protoZe rlizné dvojice mohou reprezentovat stejné &islo.
Nap¥. pro D = Z to mohou byt dvojice (2,6) a (1,3).

m Proto definujeme nasledujici ekvivalenci na .S

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova té&lesa oborii integ



Podilova télesa oborii integrity @

Dva prvky (a,b) a (c,d) v S jsou ekvivalentni pravé, kdyZ ad = be.
Zna&ime (a,b) ~ (¢,d).

m Definice je rozumnd, protoZe je kritérium definovdno pouze na prvcich D a na jeho

operaci nasobeni.
Nap¥. pro D = Z.Dvojice (2,6) a (1,3) je ekvivalentni, protoze (2)(3) = (6)(1), coz

odpovidd naSemu chdpani rovnosti zlomki 7 = 3.

Relace ~ mezi prvky S je ekvivalence. I

Reflexivita:
Pokud (a,b) ~ (a,b), pak ab = ba. To plati, protoZe ndsobeni v D je komutativni.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova véta, Podilova té&lesa oborii inte;



Podilova télesa obor( integrity @

Diikaz (Pokratovani)

Symetrie:

Pokud (a,b) ~ (¢,d), pak ad = be. ProtoZe ndasobeni v D je komutativni, plati cb = da a
ndsledné& (c,d) ~ (a,b).

tranzitivita:

Pokud (a,b) ~ (¢,d) a (¢,d) ~ (e, f), pak ad =bc a cf = de. Spolu s vyuZitim komutativity
nasobeni dostaneme

afd= fad = fbc=bcf =bde = bed

ProtoZe d + 0 a D je obor integrity, plati zakon o kraceni a tedy z afd = bed dostaneme
af = be, takZe (a,b) ~ (e, f).

m ~ urluje rozklad S
t¥idu obsahujici (a,b) ozna&ime [(a,b)]

m MnoZinou F' rozumime t¥idy rozkladu S podle ~
MnoZinu viech t¥id [(a,b)]

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova vé&ta, Podilova t&lesa oborii intey



Podilova télesa obor( integrity @

Krok 2 — definice operaci

Pro [(a,b)] a [(¢c,d)] v F, rovnice
[(a,0)] +[(c,d)] = [(ad + be,bd)]
[(a,0)][(c,d)] = [(ac, bd)]

Jjsou dobre definované operace scitani a nasobeni v F'.

Pokud bychom brali D =7Z, [(a,b)] je 7 a vy3e definované operace jsou operace v Q.

Vysledky jsou v F
Pokud jsou [(a,b)] a [(¢,d)] v F, pak (a,b), (c,d) jsou v S, takZe b+ 0 a d + 0.

ProtoZe D je obor integrity, bd + 0 a tedy (ad + be,bd) a (ac,bd) jsou v S. To znamend,
Ze [(ad + be,bd)] a [(ac,bd)] jsou v F.

Fermatova a Eulerova véta, Podilova télesa obori inte;

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Podilova télesa obor( integrity W

Dilkaz (Pokratovani)

Operace jsou dobfe definované: (byly definované pomoci reprezentanti, kdyZ vybereme
Jiné, zda dostaneme stejné vysledky)

PFedpoklddejme, Ze (a1,b1) € [(a,b)] a (¢1,d1) € [(e,d)]

Sé&itani: Musime ukazat, Ze (aidy + bici,bidy) € [(ad + be, bd) .

(a1,b1) € [(a,b)] znamend (a1,b1) ~ (a,b) tj. a1b = ab;. Obdobné& (cy1,dy) € [(¢,d)]
implikuje c1d = cd; .

Obé strany rovnice a1b = aby vyndasobime dyd a cid = cdy vyndsobime bib. Sectenim rovnic
dostaneme

albdld + Cldblb = bladld + dlcblb.

Diky tomu, Ze je D obor integrity miZeme rovnici upravit:

(a1dy + b1c1)bd = bydi(ad + be) a odtud dostaneme

(a1dy + bycy,b1dy) ~ (ad + be, bd)

a tedy (a1d1 +bycq, bldl) € [(ad + be, bd)]

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova vé&ta, Podilova t&lesa oborii integ



Podilova télesa obor( integrity @

Dikaz (Pokra&ovani)

Ndsobeni: Musime ukazat, Ze (aic1,b1dy) € [(ac, bd)].

(a1,b1) € [(a,b)] znamend (a1,b1) ~ (a,b) tj. a1b = aby. Obdobné& (c1,d;1) € [(¢,d)]
implikuje ci1d = cdj .

Viynasobenim rovnic a1b = aby a ci1d = cd; dostaneme

albcld = bladlc.

Diky tomu, Ze je D obor integrity miiZeme rovnici upravit:

aic1bd = bidiac a odtud dostaneme

(alcl, bldl) ~ (ac, bd)

a tedy (ajc1,b1dy) € [(ac,bd)].

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova vé&ta, Podilova t&lesa oborii intey



Podilova télesa obor( integrity @

Krok 3 — ovéFeni platnosti axiomii

S&itani je v F' komutativni

S&itani je v F' asociativni

[(0,1)] je neutrdlni prvek s&itani v F

A [(-a,b)] je inverzni prvek s¢itani pro [(a,b)] v F
Ndsobeni je F' asociativni

[@ Nasobeni je v ' komutativni

V F plati distributivni zakony

B [(1,1)] je neutrdIni prvek ndsobeni v F

B Pokud [(a,b)] € F neni neutrdlni prvek s¢itani, pak a #0 v D a [(b,a)] je inverze
vzhledem k ndsobeni k prvku [(a,b)]
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Sé&itani je v F' komutativni.

Dle definice

[(a,b)] +[(c,d)] =[(ad + be,bd)].

[(e,d)] +[(a,b)] =[(cb+da,db)].

PotFebujeme ukdzat, Ze (ad + be,bd) ~ (cb + da, db)
JelikoZ je D obor integrity plati, Ze

ad +bc=cb+da abd=db
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Necht [(a,b)] € F. pokud a =0, tak
al =00 =0, takZe (a,b) ~ (0,1) a tedy [(a,b)] =[(0,1)].
a

[(0,1)] je aditivni neutrdini prvek. Pokud tedy [(a,b)] neni neutrdini aditivni prvek v F,
pak a +0

[(a,0)][(b,a)] = [(ab,ba)]. V D plati ab = ba takZe (ab)1 = (ba)l a (ab,ba) ~ (1,1)
TakZe [(a,b)][(b,a)] =[(1,1)] a [(1,1)] je multiplikativni neutrdini prvek.
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Krok 4 — D je podobor integrity F

m Najdeme isomorfismus 7 oboru integrity D na podobor F

m Pak pfejmenujeme obraz D skrze ¢, pouZitim jmen z D

Lemma 3
Zobrazeni'i: D — F dané pFedpisem i(a) = [(a,1)] je isomorfismus D na podokruh télesa
F.

4

Dikaz

Pro a,be D platii(a+b) =[(a+b,1)]. Také

i(a) +i(b) = [(a,1)] +[(b,1)] = [(al +1b,1)] = [(a + b, 1)]

TakZe i(a+b) = i(a) +i(b) (homomorfismus)

Injektivita:

pokud i(a) =i(b), tak [(a,1)] =[(b,1)], takZe (a,1) ~ (b,1), coZ ndm dd al = 1b neboli
a=b.

TakZe i je isomorfismus D s i[D] a samozFejmé& i[ D] je podokruh F.
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Obor integrity D miiZe byt rozsiten na komutativni téleso F' (nebo vnoFen do F') tak, Ze
kaZdy prvek F' miZe byt vyjadren jako podil dvou prvkii z D. F' se nazyva podilové
téleso oboru integrity D.

Na zacatku jsme ¥ekli, Ze F' mizZeme v jakémsi smyslu uvaZovat jako minimalni
komutativni téleso obsahujici D.

Je evidentni, Ze kazdé komutativni t&leso musi obsahovat prvky a/b pro kazdé a,b e D,
kde b # 0.
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Véta 53

Necht F je podilové té&leso oboru integrity D a L pole obsahujici D. Pak existuje zobrazeni
Y : F — L, které je isomorfismus F' na podté&leso L takovy, Ze 1)(a) =a proa€ D.

v

Diikaz

Prvek z F' je ve tvaru a/pb, kde |r oznaluje podil I
prvku a € D a be D, jako prvki F'.

SamozFejmé& chceme zobrazit a/rb na a/1b, kde [, (% /
oznacuje podil prvki v L. Hlavni tkol je ukazat, Ze je F oo > ,(/)[ F]

toto zobrazeni dobFe definované. (e GED,

Musime definovat ¢ : F' - L. 1)(a) = a proa € D.

Kazdé x € F' je podil a/ b pro dva prvky a, b+0 v D. D

Definujeme v (a/pb) = ¢ (a)/L(b).
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Ditkaz (Pokratovani)

Definujeme 1(a/rb) = (a)/1(b).

ProtoZe 1 je identita na D, pro b+ 0 plati{)(b) + 0, takZe definice 1)(a/rb) = (a)/L1(b)
ma smysl.

Pokud a/pb = c/pd v F, pak ad =bc v D, takZe 1(ad) =1 (bc), ale protoZe je 1) identita
na D

P(ad) = ¢(a)y(d) a ¢(be) = (b)Y (c)

Takze (a) /v (b) =¥ (c)/p(d) v L a tak je 1) dobre definované.

Rovnice ¢ (zy) =¥ (x)Y(y) a w(z+y) = ¥(x) +¢¥(y) vychadzeji pfimo z definice ¢ na F' a
z toho, Ze 1) je identita na D.

Pokud v(a/rb) = (c/rd), plati

¥(a)/ Ly (b) = (c)/ L (d)

TakZe ¢(a)ip(d) = ¥ (b)1(c).

ProtoZe 1) je identita na D, dostdvame, Ze ad = be, takZe a/pb = ¢/ pd.

TakzZe 1) je injektivni.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Fermatova a Eulerova vé&ta, Podilova t&lesa oborii intey



Podilova télesa obor( integrity @

KaZdé komutativni téleso L obsahujici obor integrity D obsahuje podilové téleso oboru
integrity D.

V diikazu predchozi véty je kaZdy prvek podtélesa 1)[F']| télesa L podil v L prvki z D.

Libovolna dvé podilova té&lesa oboru integrity D jsou isomorfni.

Predpokladejme, Ze v predchozi vété je L podilové téleso oboru integrity D, takZe kaZdy
prvek x € L miZe byt vyjadFen ve tvaru a/1b pro a,be D.
Pak L je t&leso 1| F'] dilkazu pFedchozi véty a je tedy isomorfni's F.
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