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Okruhy @

‘ Aring is a set R, together with two operations
and *, which has the following properties:

* R is a commutative group under @
* R is associative under *
* Multiplicative identity: There is an element 1 such
thatr*1=1+r=rforallr €R
* The operation * distributes over :
ax(b@®c)=(axb)® (axc)

N (a@b)xc=(axc)D (bxc)
de with mematic “
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Okruhy @

Definice

Okruh (R, +,-) je mnoZina R se dvéma bindrnimi operacemi + a -, které nazyvame scitani
a nasobeni, definovanymi na R takové, Ze

m (R, +) je abelovskd grupa
B - je asociativni

m pro a,b,c € R plati distributivni zakon zleva
a-(b+c)=(a-b)+(a-c)
a distributivni zakon zprava
(a+b)-c=(a-c)+(b-c)

a-b budeme zapisovat ab

Pt¥iklad 75
Zkuste vymyslet néjaky okruh. J
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Okruhy @

Zkuste vymyslet néjaky okruh. I

m Podminky okruhu plati v jakékoliv podmnoziné komplexnich &isel, kde mnoZina tvofi
grupu se s¢itdnim a je uzavfend na ndsobeni
((Cv + ')v (R, +, ')v (Zv +, >

Nékdy budeme vynechavat operace a psat jen mnoZinu.

Necht R je okruh a M, (R) je kolekce viech n x n matic nad R. Operace s¢itani a

M

nasobeni' v R nam umoZiiuje s¢itat a nasobit matice obvykly zpiisobem.
Je M,,(R) okruh?

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Okruhy @

Necht R je okruh a M, (R) je kolekce viech n x n matic nad R. Operace s&itani a
nasobeni’ v R nam umoZiiuje sc¢itat a nasobit matice obvykly zpiisobem.
Je M, (R) okruh?

m Snadno ov&¥ime, ze (M, (R),+) je abelovskd grupa.

m Asociativita ndsobent:
(A-(B-C))ij = Egor (@ir - (X121 brr - cij))
Z distributivity a asociativity ndsobeni prvki z R

= o1 2t Gik - by - ¢y

=Y (Xhoy @ik - brr) - c5)

m Distributivita zleva a- (b+¢) = (a-b) + (a-¢)
(A-(B+0C))ij = Zio1(@ir - (b + cry))
ik, brj, ck; jsou redlnd Cisla a na nich distributivita plati.
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Okruhy @

Necht R je okruh. Ctvercové matice M, (R) tvoFi také okruh. l

m Napt. M, (Z), M,(Q), M,(R), M,(C)

m Ndsobeni neni komutativni v zddném okruhu pro n > 2.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Okruhy @

Necht F' je mnoZina redlnych funkci f : R — R jedné proménné. Vime, Ze (F,+) je
abelovska grupa se sc¢itanim:

(f+9)(x) = f(z) + g().

Definujme nasobeni:

(f-9)(x) = f(2) - g().

Ukazte, Ze je F' okruh.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Okruhy @

Necht F je mnoZina redinych funkci f : R — R jedné promé&nné. Vime, Ze (F,+) je
abelovska grupa se sc¢itanim:

(f+9)(x) = f(z) +g(z).

Definujme ndsobenti:

(f-9)(@) = f(z) g(z).

Ukazte, Ze je F' okruh.

m Asociativita -

plyne z asociativity nasobeni redlnych &isel
m Distributivita

opét plyne z distributivity readlnych C&isel

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Dalf priklady okruh v

Ptiklad 78

nZ je cyklicka podgrupa 7, se s¢itanim.

Prvky grupy jsou nasobky cisla n.

ProtoZe (nr)(ns) = n(nrs) je také nasobek &isla n, takZe je uzaviend na nasobent.
Vime, Ze + a - spliiuje distributivni zakony.

(nZ,+,-) je okruh.

Pt¥iklad 79

Uvazujme cyklickou grupu (Z,,,+).

KdyZ definujeme pro a,b € Z,, soucin a-b jako zbytek obvyklého soulinu celych Cisel po
déleni n. (Tuto operaci nazveme sou&in modulo n.)

Snadno ukdzeme, Ze (Z,+,-) je okruh.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL)



Dalsi priklady okruhi v

Mé&jme okruhy Ri, Rs, ... R,. Obdobné, jako u grup miiZeme definovat direktni soucin
okruhti R;. Stejné& jako na 3. pFedndsce.
Sé&itani i ndsobeni definujeme po jednotlivych komponentach.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Okruhy @

Poznamky k pouZité notaci:

m U operace nasobeni b&Zn& vynechdvame - (ab je soutin prvki a a b).

m 0 bude oznadovat neutralni prvek operace +.

®m —a bude oznalovat inverzni prvek prvku a vzhledem k operaci +.

m Soutet n &isel a (a+a+---+a) budeme znatit n - a.

Toto je néco jiného neZ soulin prvkli a a n z R.

Pokud n <0, n-a je roven (-a) + (—a) +---+ (-a), kde je |n| sitancd.
0-n=0

0 vlevo je celé &islo, 0 vpravo neutralni prvek.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL)



Okruhy @

Véta 40

Pokud R je okruh, O neutrdlni prvek k operaci sc¢itani. Pak pro libovolné a,b € R plati:
0a=a0=0

a(-b) = (-a)b = —(ab)

(—a)(-=b) =ab

Diikaz

O0a=a0=0:

Dle vlastnosti okruhi ((R,+) je abelovskd grupa, plati distributivni zakony) plati
a0+a0=a(0+0)=a0=0+a0

Pak dle zdkona o kraceni v grup& (R, +) mame a0 = 0.

Obdobné& a0 + a0 = (0+0)a = 0a = 0 + Oa, Oa = 0.
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Okruhy W

Dikaz (Pokra&ovani)

a(=b) = (-a)b=—-(ab):

Dle definice je —(ab) ten prvek, ktery dd v sou¢tu s ab neutrdlni prvek 0.

Musime ukazat, Ze a(-b) = —(ab). Tedy a(-b) + (ab) = 0. PouZitim distributivniho zdkona
zleva:

a(-b) + (ab) =a(-b+b)=a0=0

Obdobné
(—a)b+ (ab) =(-a+a)b=0b=0
(—a)(-=b) = ab:

Dle druhé vlastnosti (—a)(-b) = —(a(-b)).

Dile —(a(-b)) = —(-(ab)).

—(—(ab)) je ten prvek, ktery, kdyZ priddme k —(ab) da 0,

To je ab dle definice —(ab) a unikatnosti inverznich prvki b grupé.
Tedy (—a)(-b) = ab.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL)



Homomorfismus W

Definice

Mé&jme okruhy R a R'. Zobrazeni ¢ : R - R’ nazveme homomorfismus, pokud spliuje
p(a+b) = ¢(a)+¢(b),

¢(ab) = ¢(a)p(b).

m Prvni podminka ¥ika, Ze ¢ je homomorfismus grup (R,+) a (R', +)

m V3e, co platilo pro homomorfismy grup, plati pro aditivni ¢ast okruhi
Nap¥. ¢ je injektivni, pravé, kdyz jeho jadro je pouze podmnozina {0}

m Druhd podminka ¥ika, Ze ¢ je homomorfismus grupoidi (R, ) a (R’,-)

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Okruhy 13 / 45



Homomorfismus W

P¥iklad 81

Necht F je okruh redlnych funkci R — R, kde jsou operace s&itani a ndsobeni definovany
nasledovné:

(f +9)(@) = f(2) + g(a)

(f-9)(@) = f(x) g(z)

Ze se jednd o okruh jsme ukazali v prikladu 77.

Pro kaZdé a € R miZeme definovat homomorfismus:

@q : F' = R ndsledovné

¢a(f )=rf (a)

Tento pFiklad zndme z homomorfismu grup pro scitani.

Ukazte, Ze plati podminka homomorfismu i u okruhd (tedy pro operaci ndasobeni).

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Okruhy 14 / 45



Homomorfismus W
P¥iklad

Necht F je okruh redlnych funkci R — R, kde jsou operace s&itani a ndsobeni definovany
nasledovné:

(f +9)(@) = f(z) + g(x)

(f-9)(x) = f(z) g(x)

Pro kaZdé a € R miZeme definovat homomorfismus:

¢q : ' — R nasledovné

¢a(f) = f(a).

Tento pfiklad zname z homomorfismu grup pro séitani.

Ukazte, Ze plati podminka homomorfismu i u okruhi (tedy pro operaci ndsobent).

= ¢(ab) = ¢(a)o(b).

= da(fg) = (- 9)(a)
= f(a) - g(a) Dle definice ndsobenf{
Coz je rovno pravé strané.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL)



Homomorfismus @

Na okruzich 7. a Z, (Ze se jednd o okruh jsme si ukdzali v pFikladu 79) definujme
zobrazeni ¢(x) = a, kde a je zbytek po déleni n. UkaZte, Ze se jednd o homomorfismus pro
kaZdé n.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Homomorfismus @

Na okruzich 7. a Z,, (Ze se jednd o okruh jsme si ukdzali v pFikladu 79) definujme
zobrazeni ¢(x) = a, kde a je zbytek po déleni n. UkaZte, Ze se jednd o homomorfismus pro
kaZdé n.

m ¢(a+0b)=¢(a)+ ¢(b) uz vime, Ze plati z teorie grup.
= ¢(ab) = ¢(a)p(b)
a=qn+ry, b=qgn+ry
ab=n(q1gan +r1g2 + q1712) + 1172
¢(ab) je zbytek po d&leni n tedy je 172,
d(a)=r1 a @(b) =ry
V ptikladu 79 jsme pravé takto definovali ndsobeni ve zbytkovych t¥idach, takZe
opravdu ¢(a)¢p(b) je ten samy zbytek jako ¢(ab).

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



[somorfismus @

Homomorfismus okruhi ¢ : R — R’ nazveme isomorfismus, pokud je toto zobrazeni
bijektivni.
Okruhy R a R’ nazveme isomorfni.

Vime, Ze abelovské grupy (Z,+) a (2Z,+) jsou isomorfni pro zobrazeni p¥i zobrazeni
¢(x) =2z pro x € Z. Jsou isomorfni i okruhy (Z,+,-) a (2Z,+,-)?

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



[somorfismus @

Vime, Ze abelovské grupy (Z,+) a (2Z,+) jsou isomorfni p¥i zobrazeni ¢(x) = 2x pro
x € Z. Jsou isomorfni i okruhy (Z,+,-) a (2Z,+,-)?

m NE.
m p(xy) =2xy
m o(x)d(y) = 222y = day

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Okruh @

Okruh, ve kterém je soulin komutativni, se nazyvd komutativni okruh.
Okruh, ve kterém ma soucin neutralni prvek, se nazyva okruh s jednickou.
Tento neutralni prvek nazveme jednicka.

Ukazte, Ze pro celd &isla r a s, kde ged(r,s) =1, jsou okruhy Z,s a Z, x Zs isomorfni.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Okruh @

Ukazte, Ze pro celd &isla r a s, kde ged(r,s) =1, jsou okruhy Z,s a Z, x Zs isomorfni.

m UZ vime, %e (Z;s,+) i (Z, x Zg,+) jsou abelovské grupy ¥adu rs s generdtorem 1
respektive (1,1)

B Q:Lys > L xLg
¢(n-1)=n-(1,1)
je isomorfismus.

m V okruhu s jedni¢kou zfejmé plati
Q++1)(Q+-+1)=(1+---+1)

~

n s€itancl m s&itancl nm s¢itanch

tj. (n-1)(m-1)=(nm-1)
m Podminka homomorfismu: ¢(ab) = ¢(a)p(b).
¢(nm) = (nm) - (1,1) = [n- (L, )][m- (1, 1)] = ¢(n)o(m)

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Téleso @

Necht R je okruh s jedni¢kou 1 # 0.
Prvek u je jednotka R, pokud ma multiplikativni inverzi v R.

Pokud kaZdy nenulovy prvek v R je jednotka, pak se R nazyvd téleso.
Pokud je navic - komutativni, R se nazyva komutativni téleso (také pole).

Najdéte vSechny jednotky v Z.14. I

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Téleso @

Najdéte vSechny jednotky v Z14. I

1 a—1=13 jsou jednotky

Protoze (3)(5) =1, vidime, Ze 3 a 5 jsou jednotky
Také -3 =11 a -5 =9 jsou jednotky
Z4dné dalsl prvky v Z14 nejsou jednotky

Z4dny nésobek 2, 4, 6, 8 nebo 10 nedd &islo o 1 v&tsi ne? nadsobek 14 — maji
spole¢ného délitele 2

Ani zadny ndsobek 7 nedad o 1 vé&tsi &islo neZ je ndsobek 14 (spoledny délitel 7)

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Téleso @

Urcete, zda jsou okruhy 7, Q a R té&lesa.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Téleso @

Urcete, zda jsou okruhy 7, Q a R té&lesa. I

mZ
neni téleso, protoZe nap¥. 2 nema multiplikativni inverzi, nenf to tedy jednotka v 7Z
jediné jednotky jsou 1 a -1

mQiR
jsou komutativni télesa

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Podokruh, podtéleso @

Necht R je okruh. Jeho podmnoZinu nazveme podokruh, pokud spolu s indukovanymi
operacemi tvoli okruh.

Necht R je téleso. Jeho podmnoZinu nazveme podtéleso, pokud spolu s indukovanymi
operacemi tvoHi téleso.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Délitelé nuly

Pokud a a b jsou dva nenulové prvky okruhu R takové, Ze ab =0, pak se a a b nazyvaji
délitelé nuly.

Viyreste nasledujici rovnici:
z? -5z +6=0.

2 -5x+6=(r-2)(xz-3)

m Regeni — alespoii jedna zavorka musi byt rovna 0 (bud 2 —2 =0 nebo z — 3 = 0)
tedy 2 nebo 3

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)
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Délitelé nuly v

V/ Zy2 vyreste nasledujici rovnici:
z? - 5x+6=0.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Délitelé nuly v

V Z1o vyFeste ndsledujici rovnici:
22 -52+6=0.

m V Zj stale plati a0 = 0a = 0. Tj. YeSeni jsou 3 a 2
m Ale plati i (3)(4) =(4)(3)=0
(6-2)(6-3)=(4)(3) =0 fesenim je i 6
m Ale plati i (9)(8)=(8)(9)=0
(11-2)(11-3) =(9)(8) =0 ¥eZenim je i 11
m Dile (6)(2) = (2)(6) = (3)(8) = (8)(3) = (6)(4) = (4)(6) = (4)(9) = (9)(4) = (6)(6) =
(6)(8) = (8)(6) = (6)(10) = (10)(6) = 0
m Vidime, Ze délitelé nuly jsou ¢&isla 2, 3, 4, 6,8 a9
V&echna tato &isla jsou soudélnd s 12.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Délitelé nuly v

V okruhu Z,, jsou délitelé nuly pravé ty prvky, které nejsou nesoudélnd s n.

=: Necht meZ, m+0 a ged(m,n) =d + 1
n

m(a) = (%)n a (m/d)n je ndsobek n tedy = 0.
JelikoZ m #0 an/d+0, m je délitel 0.

<: Necht m € Z,, je nesoudé&Iné s n.

Pokud s € Z,, mame ms =0, tak n déli ms. ProtoZe m je nesoudélné s n, musi n délit s,
takZe s=0 v Z,.

Pokud p je prvocislo, pak Z,, nema délitele nuly.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy




Z3akon o kraceni @

Necht R je okruh a a,b,c € R. Zakon o kraceni plati v R, pokud
ab = ac takové, Ze a + 0 implikuje b = c
ba = ca takové, Ze a + 0 implikuje b = c.

Témto podminkam Fikime multiplikativni zakony o kraceni.

Aditivni zdkony o kraceni plati v R vzdy. Protoze (R, +) je grupa.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Z3kon o kraceni W

Véta 42
Zdkony krdceni plati v okruhu R pravé, kdyZ R nema Zadné délitele nuly.

Dikaz

=: Necht R je okruh, ve kterém plati zakony o krdceni, a uvaZujme ab = 0 pro né&které
a,beR.

Musime ukazat, Ze a = 0 nebo b= 0. Pokud a + 0, pak ab = a0 implikuje, Ze b =0 dle
zakona o kraceni.

Podobné, b + 0 implikuje a = 0, takZe tam nemohou byt Zadni délitelé nuly.

< Predpoklddame, Ze R nema délitele nuly a Ze ab = ac, a + 0.

Pak ab—ac=a(b-c) =0.

ProtoZe a # 0, a protoZe R nema délitele nuly, musime mit b—c =0, takZe b = c.
Podobny argument ukazuje ba = ca, a # 0 implikuje b = c.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL)



Poznamky k okruhtim ﬁy

m Uvazujme, Ze R je okruh bez déliteld nuly.
Rovnice az =bs a # 0 v R miZe mit nejvyse jedno FeSeni x, protoZze pokud az; =b a
axo = b, pak axr; = axo a dle véty o krdceni mame z; = xo.

m Pokud R mia jedni¢ku 1 %0, a a je jednotka v R s inverzi ™!, pak Yeeni x rovnice
ax =bje a 'b.

m V pFipadg, Ze R je komutativni (zvl4stg, kdyZ je komutativni téleso), je zvykem misto
a~'b nebo ba~! psat b/a.
Pokud by R nebylo komutativni, tak neni jasné, jestli b/a ma byt a~'b nebo ba!.

1

m Multiplikativni inverze a™ nenulového prvku a v komutativnim télese mize byt

zapsana jako 1/a.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Okruhy 33 /45



Obor integrity @

Obor integrity D je komutativni okruh s jedni¢kou 1 + 0, ktery nemd Zddné délitele nuly.

V oboru integrity plati (multiplikativni) zakon o kraceni.

V polynomech, kde jsou koeficienty z oboru integrity, miZeme ¥esit polynomialni rovnici
rozlozenim polynomu na linedrni faktory a polozenim kaZdého faktoru nule.

Urcete, zda jsou ndsledujici okruhy obory integrity:
mZ

[/

m Direktni sou¢in R x S dvou nenulovych okruhii R a S

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy




Obor integrity @

Urcete, zda jsou ndsledujici okruhy obory integrity:
m7Z

n Zy

m Direktni soucin R x S dvou nenulovych okruhi R a S

mZ
Je obor integrity.
m Z,
Je obor integrity jen pokud je n prvocislo.
m RxS
Neni obor integrity:
Pro r € R, s € .S oboji nenulové, mame
(r,0)(0,s) =(0,0)

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Obor integrity @

Ukazte, Ze pFestoZe Zy je obor integrity, okruh matic My(Zy) ma délitele nuly. '

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Obor integrity @

Ukazte, Ze pFestoZe Zy je obor integrity, okruh matic My(Zy) ma délitele nuly.

o o)( ) (o o)

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Obor integrity @

KaZdé komutativni téleso F' je obor integrity. l

Chceme ukazat, Ze F' nema délitele nuly

F' je komutativni okruh s jedni¢kou.

Necht a,b e F' a pFedpoklidejme, Ze a + 0. Pokud ab =0
1

(3) (ab) = (3)0=0.

Pak ale

0=(2)(ab)=[(%)a]b=1b=0.

ab =0, a#0 implikuje, Ze b=0. TakZe nema délitele nuly.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Algebraické struktury se dvéma bindrnimi operacemi

komutativni

okruhy

obory integrity

komutativni
télesa

okruhy s
jedni¢kou

Priklad 91

Kde jsou v obrazku télesa?

okruhy

J

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL)

Okruhy
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Vs

arnimi operacemi

7

Algebraické struktury se dvéma bin
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Komutativni télesa W

Véta 44

KaZdy konecny obor integrity je komutativni téleso.

Dikaz

Existence multiplikativnich inverzi: Necht D = {0,1,a1,...,a,} je kone&ny obor integrity.
Musime ukazat, Ze pro vsechna a € D, a + 0 existuje b € D takové, Ze ab = 1.

UvaZujme al,aaq,aas,...aa,. Tyto prvky jsou riizné, protoZe aa; = aa; implikuje a; = a;
dle zakona o kraceni.

Také, protoZze D nemd délitele nuly, Zadny z téchto prvki neni 0.

TakZe jsou to prvky 1,aq,...,a, v néjakém pofadi. Tj. al =1 nebo aa; =1 pro néjaké .
Tedy a ma multiplikativni inverzi.
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Komutativni télesa @

Pokud p je prvocislo, pak Z,, je komutativni téleso. '

Plyne z pFedchozi véty a z faktu, Ze Z, je obor integrity.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Charakteristika okruhu @

Pokud pro okruh R existuje kladné &islo n takové, Ze n-a =0 pro vsechna a € R, tak
nejmensy takové Cislo se nazyva charakteristika okruhu R.
Pokud takové &islo neexistuje, R ma charakteristiku 0.

Jakou charakteristiku maji nasledujici okruhy?
mZ,

mZ

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Charakteristika okruhu @

Jakou charakteristiku maji nasledujici okruhy?
u Zn,

m7Z

u Zy
charakteristika je n

n7Z
charakteristika je 0
stejné jako Q, R, C

Je potfeba prozkoumat vsechna a, abychom urcili charakteristiku okruhu?

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Okruhy



Charakteristika okruhu @

Véta 45

Necht R je okruh s jedni¢kou.
Pokud n-1 # 0 pro viechna n € Z*, tak R ma charakteristiku 0.
Pokud n -1 =0 pro né&jaké n € Z*, tak nejmensi takové &islo je charakteristika R.

Diikaz

Pokud n.-1 + 0 pro vSechna n € Z* pak zjevn& nemiZe mit
n-a =0, pro viechna a € R a n&jaké n. TakZe dle definice ma charakteristiku 0.

Predpokladejme, Ze n je kladné &islo takové, Ze n -1 = 0.
Pro libovolné a € R:
n-a=a+a+---+a=a(l+1+---+1)=a(n-1)=a0=0.
CoZ jsme chtéli dokazat.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL)



