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Levé a pravé tfidy grup @

Grupa Zg je abelovskd. Najdéte rozklad Zg na tFidy podle podgrupy H = {0,3}. l

m T¥ida obsahujici 0: {0,3}.
m T¥ida obsahujici 1: 1+ {0,3} = {1,4}.
m T¥ida obsahujici 2: 2+ {0,3} = {2,5}.

+¢|0 3 1 4 2 5

00 3 1 4 2 5

313 0 4 1 5 2 T¥idy rozkladu spolu s operaci, kterou vidime
111 4 25 30 v tabulce (operace na 3 barvach) tvoii
4141 5 2 0 3 grupu. Pojmenujeme ji faktorova grupa.
212 5 3 0 1 4

415 2 0 3 4 1
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Levé a pravé tfidy grup @

Pro grupu symetrickou grupu Ss vezmeme jeji podgrupu (1) = {po, i1 }. Najdéte jeji levé
a pravé tridy dle této podgrupy.

m Levé: Tabulka pro levé t¥idy:
H ={po, i} °© | pPo M1 p1 M3 P2 M2
prH ={p1po, prp1} = {p1, 3} po | po w1 p1 p3 p2 M2
p2H ={p2p0, p2i1} = {p2, 2} pr | p po 2 p2 M3 p1

m Pravé: PL | P1L M3 P2 K2 po M1
H = {po, 1} p3 | M3 P11 po p2 P2
Hp1 = {pop1, mp1} = {p1, p2} P2 P2 K2 po M1 PL 13
Hpa = {pop2, p1p2} = {p2, 13} B2 | H2 P2 Hs P {1 PO

Levé a pravé t¥idy nejsou shodné. Z tabulky vidime, Ze takovou grupu nedostaneme.
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Levé a pravé tfidy grup @

Vypocitejte levé a pravé tridy pro podgrupu (p1) = {po, p1, p2}

° | po pP1 P2 M1 M2 M3

m Levé i pravé: po | PO PL P2 M1 2 U3
H ={po, 1} pPL | PL P2 PO H3 M1 M2
p1H ={pipo, p1p1} = {p1, 3} p2 | P2 pPo P11 K2 M3 M1
p2H = {p2po, pai1} = {p2, p2} prppr p2 f3 po p1 P2

H2 | M2 @3 M1 P2 PO Pl
M3 | M3 M1 M2 P10 P2 PO

Levé a pravé tFidy jsou stejné a zjevné dostavame grupu isomorfni se Zo
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Faktorové grupy @

Véta 33

Necht ¢ : G — G’ je homomorfismus grup a H = Ker(¢). Pak tfidy H tvofi faktorovou
grupu G/H (¢teme G modulo H ), kde (aH)(bH) = (ab)H.

Zobrazeni v : G|H — ¢[G] definované u(aH) = ¢(a) je isomorfismus,

Soucin tFid i ju jsou dobFe definované, nezavislé na vybé&ru a a b z t¥id.

Dikaz
Necht ¢ : G - G' je homomorfismus, H = Ker(¢). Z véty 32 vime, Ze ¢ uréuje tFidy
rozkladu.

o [{#(a)}] = {z € Glp(z) = p(a)} je levd tFida aH (i pravd t¥ida Ha).
Tedy mame bijekci mezi aH a ¢(a).
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Faktorové grupy W

Dikaz (Pokra&ovani)

MnoZina G/H, kterd md stejnou kardinalitu jako ¢[G]. Pak existuje bijekce
w:G/H - ¢[G].

Operaci v ¢[G] miiZeme pro vSechna x,y € ¢[G] definovat ndsledovné:

pokud p(x) = g1 a i(y) = g2 a (2) = g192, pak xy = z.

Je vidét, Ze se jednd o isomorfismus (je splnéna podminka homomorfismu).

(zy) = p(2) = 9192 = p(z)p(y)

V Feci tFid:

pokud p(zH) = ¢(x) a p(yH) = ¢(y) a p(zH) = (x)d(y), pak (xH)(yH) = 2H.
ProtoZe je ¢ homomorfismus, snadno najdeme z € G takové, Ze u(zH) = ¢(x)o(y).
Konkrétné vezmeme z = xy v G.

w(zH) = p(xyH) = p(zy) = p(x)d(y)
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Faktorové grupy @

Soucin dvou t¥id (xH)(yH) = (xy)H. ZadleZi na volbé x € xtH a y e yH? Ne.
Mame-li hy,ho € H takové, Ze xhy € xH a yho € yH, pak existuje hs € H takové, Ze
hiy = yhs (protoZe jsou levé a pravé ttidy stejné, tak Hy = yH ) mdme tedy
(zh1)(yh2) = z(hay)he = 2(yhs)he = (zy)(hshe) € (zy) H

a tedy dostavame stejnou tridu.

Vypoclet souinu dvou t¥id — vybereme libovolny prvek z kazdé t¥idy, vyndsobime je v G a
najdeme t¥idu, kterd obsahuje vysledek.
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Faktorové grupy @

Uvazujme ~ : Z — Z,,, kde v(m) je zbytek po celo&iselném dé&leni &isla m &islem n.

Je v homomorfismus?
Jak vypadd Ker(v)?
Jak vypadaji t¥idy rozkladu?

Faktorové grupy
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Faktorové grupy @

Uvazujme ~ : Z — Z,,, kde v(m) je zbytek po celo&iselném dé&leni &isla m &islem n.
Je v homomorfismus? Jak vypadd Ker(vy)? Jak vypadaji tfidy rozkladu?

Homomorfismus? Ano. Plati podminka homomorfismu.
Ker(y) =nZ
Tridy rozkladu: Naptiklad pro n =3

3%Z={...,-6,-3,0,3,6,...}
1+43Z={...,-5,-2,1,4,7,...}
2+3%Z={...,-4,-1,2,5,8,...}

m Isomorfismus p : Z/37Z — Z3 z ptedchozi véty ptitazuje kazdé t¥id& jeji nejmensi
nezdporny prvek
w(3Z2) =0, p(1+32)=1, n(2+3%Z) =2
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Faktorové grupy @

UvaZujme faktorovou grupu 7/57. Jak je definovany soucet prvki? Nap¥iklad
(2+5Z)+(4+52)?

m T¥idy rozkladu:

52={...,-10,-5,0,5,10,...}
1+5Z={...,-9,-4,1,6,11,...}
2+5Z=1{...,-8,-3,2,7,12,...}
3+5Z={...,-7,-2,3,8,13,...}
4+5Z={...,-6,-1,4,9,14,...}
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Faktorové grupy

Uvazujme faktorovou grupu 7/57. Jak je definovany soucet prvki? Naptiklad
(2+5Z)+(4+52)?

m T¥idy rozkladu:

572 =A...,-10,-5,0,5,10,...}
145Z={...,-9,-4,1,6,11,...}
2+5Z={...,-8,-3,2,7,12,...}
3+5Z=4{...,-7,-2,3,8,13,...}
4+57Z={...,-6,-1,4,9,14,...}

m Vybereme libovolné prvky z tfid nap¥. 2 € (2+5Z) a 4 € (4 +5Z)
m2+4=6,6¢(1+5Z)

m Vybereme jiné prvky z t¥id napf. -8 € (2+5Z) a 9¢ (4 +5Z)
m-8+9=1,1€e(1+5%Z)
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Faktorové grupy @

T¥idam rozkladu dle nZ Fikame zbytkové t¥idy modulo n.
Odtud pojem, Ze G/H nazyvdme faktorova grupa G modulo H.
Prvky ve stejné tridé rozkladu dle H nazyvame prvky kongruentni modulo H
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Faktorové grupy W

nyni definujeme faktorové grupy z normalnich podgrup.

Véta 34

Necht H je podgrupa grupy G. Pak soucin levych t¥id je dobFe definovany rovnici
(aH)(bH) = (ab)H
pravé, kdyz je H normalni.

Dikaz

PFedpoklidejme Ze (aH)(bH) = (ab)H dd dob¥e definovanou operaci. Chceme ukdzat, Ze
H je normaini tedy aH = Ha.

c: necht v € aH

Kdy?xzeaH aa'ea'H, pak (zH)(a 'H) = (za ') H.

Kdy?aecaH aa'eaH, pak (aH)(a 'H)=eH = H.

Predpoklddali jsme, Ze je funkce dobte definovand, pak xa™' = h e H. x = ha, takZe
rzeHaaaHlc Ha.

2 by se dokazovalo obdobné.
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Faktorové grupy W

Diikaz (Pokratovani)

Predpokladejme Ze H je normalni podgrupa. Chceme ukazat, Ze

(aH)(bH) = (ab)H d4 dobFe definovanou operaci.

Dle pFedpokladu, Ze je h normaini, je jedno, zda budeme pocitat s levymi nebo pravymi
tridami.

PFedpokladejme, Ze chceme spocitat (aH)(bH). Vybereme a € aH a b e bH. Dostaneme
tFidu (ab)H.

Vlybereme jiné reprezentanty ahy € aH a bhy € bH, dostaneme (ahibhy)H .

Chceme ukdzat, Ze (ab)H = (ah1bho)H.

hibe Hb=bH, takZe h1b = bhs pro néjaké hs € H. Tedy

(ahl)(bhg) = a(hlb)hz = a(bhg)h2 = (ab)(hghz)

(ab)(hshy) € (ab)H.

TakZe ah1bhy je v (ab)H.
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Faktorové grupy

Dusledek 9

Necht H je normdini podgrupa grupy G. Pak tFidy rozkladu G dle H s operaci
(aH)(bH) = (ab)H tvoki grupu G/H.

v

Dikaz

asociativita:

(aH)[(bH)(cH)] = (aH)[(bc)H] = [a(bc) |H
[(at)(bH)](cH) = [(abH)](c)H = [(ab)c]H
zbytek plyne z asociativity v G.

Existence neutralniho prvku:

eH = H je neutralni prvek, protoZe:
(aH)(eH) = (ae)H =aH = (ea)H = (eH)(aH)

Inverzni prvky:
(aH) ' =a'H
protoze

(a*H)(aH) = (ara)H = eH = (aa™)H = (aH)(a ' H)
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Faktorové grupy @

Grupa G/H z p¥edchoziho diisledku je faktorova grupa G dle H. I

ProtoZe 7. je abelovska grupa, jeji podgrupy jsou normdini. Tedy i podgrupa nZ.
Diky p¥edchozimu disledku miZeme zkonstruovat faktorovou grupu Z/nZ bez odkazovani
se na konkrétni homomorfismus.
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Faktorové grupy @

Jak vypad3 faktorova grupa (R ~ {0},) dle ({-1,1},-)? '
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Faktorové grupy @

Jak vypads faktorova grupa (R~ {0},-) dle ({-1,1},-)? I

m {-1,1} je jist& podgrupa, diky tomu, ze R~ {0} je komutativni, je normalni

m T¥idy rozkladu:

{{-1,1},{-3,3},{-3,3},...}
{{-z,z}x e R*}

m Operace — klasické ndsobeni - Ovérte.
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Zakladni véta o homomorfismu @

Necht H je normaini podgrupa G. Pak zobrazeni v : G — G|H dané pFedpisem
~v(z) =xH je homomorfismus s jadrem H.

Necht x,y € G. Pak

V(zy) = (zy)H = («H)(yH) = v(x)y(y)

takZe je v homomorfismus.

Protoze xH = H pravé, kdyZ x € H, vidime, Ze jadro v je skutecné H .
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Zakladni véta o homomorfismu W

Véta 36 (Zakladni v&ta o homomorfismu)

Necht ¢ : G - G’ je homomorfismus grup s jadrem H.

. , P G —— > ¢[G]
Pak ¢[G] je grupa a zobrazeni i : G/H — ¢[G], dané

predpisem p(gH) = ¢(g), je isomorfismus. \ /
Pokud ~: G - G|/H je homomorfismus dany v(g) = gH, pak

#(g) = py(g) pro kazdé g € G.

Isomorfismus 1 se nazyva pFirozeny (kanonicky) isomorfismus.

Stejné tak ~.

Pro tyto grupy miiZe existovat vice homomorfismi (i isomorfismu), ale tyto maji specidlni
vztah k ¢.
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Zakladni véta o homomorfismu @

Dikaz

Z véty 33 vime, Ze pokud ¢ : G — G’ je homomorfismus s jddrem H, pak

w:GlH — ¢[G], kde n(gH) = ¢(g) je isomorfismus.

Z véty 35 vime, Ze v : G - G[H definované v(g) = gH je homomorfismus.

Vidime, Ze ¢ se dd rozloZit na ¢ = uy, kde vy je homomorfismus a p je isomorfismus G|H

s 9[G].

P¥iklad 68
Ur&ete jaka grupa (vzhledem k zdkladni v&t& o koneéné generovanych abelovskych
grupach) je isomorfni s faktorgrupou (Z4 x Z2)/({0} x Zs).
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Zakladni véta o homomorfismu @

Ur&ete jaka grupa (vzhledem k zdkladni vété o kone&né& generovanych abelovskych
grupdch) je isomorfni s faktorgrupou (Zy x Z2)[({0} x Zz).

m Musime najit surjektivni homomorfismus jehoZ jadrem je {0} x Zy
Zyx7s— (G,")

m (G,-) je pak isomorfni s faktorgrupou

m Projekce 7y : Zy x Zo — Z4 dand predpisem

7T1(l', y) =T
je homomorfismus (surjektivni) Z4 x Zy na Z4 s jadrem {0} x Zy

m Faktorova grupa je tedy isomorfni se Z,

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Faktorové grupy



Normalni podgrupy W
Véta 37

Na&sledujici tfi podminky jsou ekvivalentni charakterizace normalnich podgrup H grupy G.
ghg~' € H pro viechna ge G ahe H.
gHg™' = H pro viechna g € G.
MiiZeme se setkat s touto podminkou jako definici normalnich podgrup.
gH = Hg pro vSechna g € G.
Doposud jsme normdini podgrupy definovali takto.

Dikaz

Uvazujme, e H je podgrupa grupy G takovd, e ghg™' € H pro vSechna g € G, h € H. Pak
gHg™' ={ghg~'|he H} ¢ H pro vechna g € G.

Musime dokdzat, 2e H € gHg™". Necht h € H. Nahrazenim g za g~ v relaci ghg™" € H
dostaneme g 'h(g7') ' =g 'hg = hy, kde hy ¢ H.

Nésledné h = gh1g~' € gHg™!
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Normalni podgrupy W

Dikaz (Pokra&ovani)

Predpokladejme, Ze gH = Hg pro vSechna g € G.

Pak gh = hyg, takZe ghg™' = h1 € H pro viechna g€ G a h e H.

Z ji? d¥ive ukdzaného to znamend, e gHg™' = H pro véechna g € G.

Naopak, pokud gHg™' = H pro viechna g € G, pak ghg™' = hy, takZe gh=higec Hg a
gH c Hg.

Ale také plati, Ye g ' Hg = H, co? nam da g 'hg = hy. TakZe hg = ghy a tedy Hg < gH.

Priklad 69

Vime, Ze kaZdd podgrupa H abelovské grupy je normalni. Ovéfte podminky v pFedchozi
VEté.
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Normalni podgrupy @

Vime, Ze kaZda podgrupa H abelovské grupy je normalni. Ovéfte podminky v pFedchozi
VEté.

m KdyZ pro viechny g € G, h € H mame, Ze gh = hg (grupa G je komutativni)
m Pak ghg ' =g¢g'h=haheH
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Automorfismus @

Definice

Isomorfismus ¢ : G — G grupy G se sebou je automorfismus grupy G.
Automorfismus iy : G — G, kde iy(z) = grg™ pro viechna x € G se nazyv4 vniténi
automorfismus G podle g.

Aplikace iy na x se nazyva konjugace x podle g.

Z véty 37 vyplyva, Ze gH = Hg pro viechna g € G, pravé kdyz i,[H| = H pro v3echna
g € G, tedy kdyz je H invariantni na v8echny vnit¥ni automorfismy.
Co znamena, Ze je invariantni?

Je duilezité si uv&domit, ze is[H| = H je rovnice mnoZin. Tedy i, miZe provést permutaci
prvkd na H

Vidime, Ze normalni podgrupy grupy H jsou invariantni na vSechny vnitfni automorfismy.

Definice

Podgrupa K grupy G se nazyvd konjugovana podgrupa H, pokud K = i4,[H| pro n&jaké
ge@.
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Normalni podgrupy @

TrividIni podgrupa N = {0} grupy Z je normaini podgrupa. Viypoctéte 7./{0}. '
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Normalni podgrupy @

TrividIni podgrupa N = {0} grupy Z je normaini podgrupa. Viypoctéte Z./{0}.

m N = {0} ma jeden prvek, viechny t¥idy rozkladu budou jednoprvkové
m Maji tvar {m} pro m € Z
mZ/{0}~7Z

m Kazdé m je pfejmenovéno na {m}
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Normalni podgrupy @

Necht n € N. MnoZina nR = {nr|r € R} je podgrupa R se s&tanim. Je normdlni, protoZe je
abelovska.
Vypoctéte R/nR.
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Normalni podgrupy @

v 7,

Necht n € N. MnoZina nRR = {nr|r € R} je podgrupa R se s¢itdnim. Je normalini, protoZe je
abelovskd.
Vypoctéte R/nR.

m Zjevné plati, Ze nR =R

m TakZe R/nR m43 jen jeden prvek — samotnou podgrupu nR
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Normalni podgrupy @

Pro libovolnou grupu G plati:
G/{e}~@G
G/G ~{e}

Je zfejmé z predchozich ptikladd.

Pokud G je konetnd a N # {e}, pak G/H m3a mén& prvki nez G (je mensi grupa).
Operace na G/N ale souvisi s operaci na G (je definovand p¥es operaci na reprezentantech
t¥id). Z vlastnosti G/N H miZeme odvozovat vlastnosti G a naopak.
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Normalni podgrupy @

Pokud je G kone&nd grupa a G/N md jen dva prvky, pak musi platit |G| = 2|N]|.
Kazda podgrupa, ktera obsahuje pravé polovinu prvkid musi byt normalni podgrupa.

m Pro kaZzdy prvek a € G — N musi alN i Na obsahovat viechny prvky, které nejsou v IV

m To znamend, Ze se levé a pravé tfidy rovnaji a je tedy normalni

Prozkoumejte chovani' S, | A,,. I
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Normalni podgrupy @

Prozkoumejte chovdni' S, [ Ay, . l

m Pro A, plati |S,| = 2|A,|, A, je tedy normdini podgrupa S,
m S,/A, ma ¥ad 2
m Necht o je lichd permutace v S,

Sn]An ={An,0A,}

A, pojmenujme sudy

oA, lichy
m Operace je definovand takto:
(sudy)(sudy) = sudy (sudy)(lichy) = lichy
(lichy)(lichy) = sudy (lichy)(sudy) = lichy

m Tato faktorgrupa odraZi vliastnost skladani permutaci
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Normalni podgrupy @

Opacny smér v Lagrangeové vété neplati.
Lagrangeova véta: Necht H je podgrupa kone¢né grupy G. Pak |H| je délitel |G| .

Zkuste najit podgrupu grupy Ay (kterd ma ¥ad 12) ¥adu 6. '
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Normdlni podgrupy @
Priklad
Zkuste najit podgrupu grupy Ay (kterd md Fad 12) ¥adu 6. J

P¥edpokladejme, Ze takova podgrupa H existuje (H by jist& byla normdlnf)
Pak A4/H by méla 2 prvky H a o H pro n&jakou o € Ay

V grupé ¥adu 2, soudin kazdého prvku se sebou musi dat neutrdini prvek:
HH=H a (cH)(cH)=H

Pro kazdé a € H musi platit o € H, pro kazdé 3 € o H musi platit 3% ¢ H
Kazda druhd mocnina prvku z A4 musi byt v H

V Ay plati:

(1,2,3) = (1,3,2)% a (1,2,3)? = (1,3,2)

takze (1,2,3) a (1,3,2) jsou v H

m Ale stejné tak dostaneme, Ze (1,2,4) a (1,4,2) jsouv H

(1,3,4) a (1,4,3) jsou v H

(2,3,4) a (2,4,3) jsou v H

a u? ted mame 8 prvkil a chtéli jsme ¥ad 6
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Faktorgrupy @

Viypocitejte faktorovou grupu (Z4 x Ze)/H, kde H = ((0,1)).
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Faktorgrupy @

Vypotitejte faktorovou grupu (Z4 x Ze)/H, kde H = ((0,1)).

mH= <(07 1)) ={(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5) }

m |ZyxZ6| =24, |H| =6

m Kazda t¥ida bude mit 6 prvki

m [(Zy x Zg)/H| ma ¥ad 4

m ProtoZe je 7Z4 x Zg abelovska, pak i (Z4 x Zg)/H je abelovska

m T¥idy rozkladu:
H=(0,0)+H, (1,0)+ H, (2,0)+ H, (3,0) + H

m Diky tomu, Ze je operace definovand vyb&rem reprezentantt, je (Z4 x Zg)/H isomorfni
S Z4.
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Necht G = H x K je direktni sou¢in grup H a K. Pak H = {(h,e)|h € H} je normaini
podgrupa grupy G.

Také G/H je pFirozené& isomorfni s K .

Podobné G K je ptirozené isomorfni s H.

UvaZujme homomorfismus my : H x K — K, kde mo(h, k) = k.
ProtoZe Ker(mq) = H, vidime, Ze H je normalni podgrupa grupy H x K. -
ProtoZe my je surjektivni, ze zakladni véty o homomorfismu dostaneme (H x K)/H ~ K.
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Faktorgrupa cyklické grupy je cyklicka. '

Necht G je cyklickd grupa s generdtorem a a necht N je normaini podgrupa G.
Tvrdime, Ze aN generuje G/N. Musime vypo&itat viechny mocniny aN .

Ale to znamena vypocitat v G vSechny mocniny reprezentanta a a tyto mocniny daji
vsechny prvky v G.

Mocniny aN jist& daji vSechny t¥idy N a tedy G/N je cyklicka.
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