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T¥idy ekvivalence @

P¥ipomenuti:

Leva t¥ida H obsahujici a: aH = {ahlh € H}

Prava tfida H obsahujici a: Ha = {halh € H}

Kazda t¥ida (levd i pravd) rozkladu G podle H ma stejny polet prvkil jako H
H podgrupa kone&né grupy G. Pak |H| je d&litel |G]

Kazdé grupa s prvoliselnym fadem je cyklickd

Kazda konetné& generovand abelovska grupa G je isomorfni direktnimu souéinu

cyklickych grup ve tvaru

Z(pl)rl X Z(m)rz X oo X Z(pn)rn XTLXLX X1,

kde p; jsou prvodisla, ne nutné riznd, a r; € N.

m Necht (ay,...,a,) € [Ty G;. Pokud a; je kone¢ného ¥adu r; v G;, pak ¥ad
(ai,...,an) v [IiL, G; je roven lem vech r;.

m Necht G je cyklickd grupa s n prvky, kterd je generovand a a b=a®€G.

b generuje cyklickou podgrupu H < G obsahujici n/d prvki, kde d je ged(n, s).
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RozloZitelnost grupy @

Grupa G je rozlozitelna, pokud je isomorfni s direktnim souc¢inem dvou vlastnich
netrividlnich podgrup. Jinak je nerozloZitelna.

Jsou nasledujici grupy rozloZitelné?
Ly

A Ze
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RozloZitelnost grupy @

Jsou nasledujici grupy rozloZitelné?
Ly

A Ze

Z4 — neni
m Netrividlni podgrupy — (2) = {0,2}
m Zo X Zo neni isomorfni s Z4. Pro€?
m V Zy x Zso plati a +a = e pro véechna a
Zg —je
m Netrividlni podgrupy — (2) = {0,2,4}, (3) = {0,3}
m 7o x Z3 je isomorfni s Zg. Ovéfte.
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RozloZitelnost grupy W

Véta 27
Konecné nerozloZitelné grupy jsou pravé cyklické grupy s Fadem, ktery je mocnina
prvocisla.

Dikaz

Necht G je kone&na nerozloZitelna abelovskad grupa.

Podle zakladni véty konecné generovanych abelovskych grup je isomorfni s direktnim
soucinem cyklickych grup s Fadem, ktery je mocnina prvocisla.

ProtoZe G je nerozloZitelna, tento soucin se musi se sklddat z jedné cyklické grupy, jejiZ
Fad je prvocislo.

Necht p je prvo&islo.

Pak Zyr je nerozloZitelnd, protoZe pokud by Zy,r byla isomorfni's Z,: x Z,;, kde i + j =,
pak kaZzdy prvek musi mit Fad nejvyse pax(ig) ¢ g, (ProtoZe poex(5.7) Jje lem &isel pt a

v.)
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RozloZitelnost grupy W

Véta 28
Pokud m déli ¥ad konecné abelovské grupy G, pak ma G podgrupu Fadu m.

Dikaz

Dle zakladni véty rozloZitelnosti abelovskych grup, miZeme ke G najit isomorfni direktni

soucin

Ly * Lipyyra =+ % Lpy)rn,

kde p; nemusi byt riznd. ProtoZe (p1)™ (p2)™ ...(pn)"™ je Fad G, pak m musi byt ve

tvaru (p1)* (p2)* ... (pp)°", kde 0 <'s; <r;.

Dle véty 11 (p;)"""* generuje cyklickou podgrupu Z,,y~; Fadu, ktery je podilem

kde d = ged((pi)™, (pi)" ™).

ged((p:)"™, (pi)"7°") je (pi)"~*". TakZe (p;)""* generuje cyklickou podgrupu Z,,yr:; Fadu
()™ _ (p)*

(po)7i= — \PiJ

Vidime, Ze ((p1)™ ') x ((p2)™>7°2) x -+ x ((pn)"™~*") je poZadovand podgrupa Fiadu m.

(pz) é

v
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RozloZitelnost grupy W

Véta 29

Pokud m € Z neni délitelné druhou mocninou Zadného prvocisla, pak kaZda abelovska
grupa Fadu m je cyklicka.

Diikaz

Necht G je abelovskd grupa s takovym Fadem m, Pak je isomorfni s

Ly X Lipyyra % =+ X Li(pyyrn

kde m = (p1)™ (p2)™ ... (pn)™.

ProtoZe m neni délitelné druhou mocninou Zadného prvoclisla, musi vSechna r; =1 a p;
rizna prvocisla.

G je tedy isomorfni s Zy,p,..p, a tedy je cyklicka. (disledek 6).
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RozloZitelnost grupy

Priklad 61

Urcete, zda je grupa zadana tabulkou niZe rozloZitelnd.
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Jaky je jeji ¥ad?

Jaké ma netrividlni podgrupy?
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Homomorfismus grupy @

Zobrazeni ¢ grupy G do grupy G’ je homomorfismus, pokud je pro viechna a,be G
splnéna podminka homomorfismu:

¢(ab) = ¢(a)¢(b).

Mezi libovolnymi dvéma grupami G a G’ vZdy existuje alespori jeden homomorfismus
¢:G—>G':

#(g) = €' pro vsechna g € G.

Tomuto homomorfismu Fikdme trivialni homomorfismus.

Jak ovéfime, Ze se jedna o homomorfismus?
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Homomorfismus grupy @

Necht ¢ : G — G’ je homomorfismus G na G’ (je surjektivni). Pokud G je abelovskd, pak
i G' je abelovskd.

Méme a,b € G takové, Ze ¢p(a) =a’ a ¢p(b) =b'.
ProtoZe G je abelovska, musi platit ab = ba.

¢ je homomorfismus, plati tedy:

a't" = ¢(a)¢(b) = ¢(ab) = ¢(ba) = ¢(b)¢(a) = b'a’

TakZe je G’ také abelovskd.

Homomorfismy grup
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Homomorfismus grupy @

Zkuste dokazat nasledujici tvrzeni.

Necht S,, je symetrickd grupa na n-prvkové mnoZin& a ¢ : S,, — Zo definované jako:

6(0) 0 pokud o je suda permutace
g)=

1 pokud o je licha permutace
je homomorfismus.
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Homomorfismus grupy W

Tvrzeni
Necht S,, je symetrickd grupa na n-prvkové mnoZiné a ¢ : S,, — Zsy definované jako:

6(0) 0 pokud o je suda permutace
g)=

1 pokud o je lichd permutace
je homomorfismus.
Diikaz

Musime ukdzat, Ze ¢p(op) = ¢(o) + ¢(u) pro vSechny o, p € S,,. Sta&i ovéfit 4 pFipady:

m o je licha, u je licha
o i p muZeme zapsat jako soucin lichého poctu transpozic (¢(o) =1, ¢(p) =1), pak
o je zapsano jako soucin sudého poctu transpozic (¢(op) =0).
o) +o(pn)=1+1=0vZs

m o je licha, i je suda

® 0 je suda, p je lichd

B o je sudd, i je suda
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Homomorfismus grupy @

Necht F je aditivni grupa viech funkci zobrazujici R do R. R je aditivni grupa redlnych
Cisel a c e R.

Zobrazeni ¢.: F' - R definované:

oc(f) = f(c) je homomorfismus.

Toto zobrazeni nazyvame homomorfismus vyhodnoceni.

Soulet funkci f a g je funkce f + g jejiz hodnota v x je f(x) + g(z).
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Homomorfismus grupy @

Necht F' je aditivni grupa vsech funkci zobrazujici R do R. R je aditivni grupa redlnych
Cisel a c e R.

Zobrazeni ¢.: F' - R definované:

oc(f) = f(c) je homomorfismus.

Toto zobrazeni nazyvame homomorfismus vyhodnoceni.

¢e(f +9) = (f+9)(c) = fc) +9(c) = ¢e(f) + Pe(9)

Podminka homomorfismu je splnéna.
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Homomorfismus grupy @

Necht R™ je aditivni grupa sloupcovych vektorii s n sloZkami.

Tato grupa je zjevné isomorfni direktnimu soucinu R se sebou n ndsobné.

A je m x n matice redlnych &isel. Zobrazeni ¢(v) = Av pro vsechny v e R" je
homomorfismus.

Toto zobrazeni nazyvame linearni transformace.
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Homomorfismus grupy @

Necht R"™ je aditivni grupa sloupcovych vektorii s n sloZkami.

Tato grupa je zjevné isomorfni direktnimu soulinu R se sebou n ndsobné.

A je m x n matice redlnych &isel. Zobrazeni ¢(v) = Av pro vsechny v € R" je
homomorfismus.

Toto zobrazeni nazyvame linearni transformace.

Pro v,w € R™ plati:
d(v+w) =A(v+w) = Av+ Aw = ¢(v) + p(w)
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Homomorfismus grupy @

Necht r € Z a ¢, : Z — Z je definované pFedpisem ¢, (n) = rn pro viechna n € Z. ¢, je pro
vSechna r € Z. homomorfismus.
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Homomorfismus grupy @

Necht r € Z a ¢, : Z — Z je definované pFedpisem ¢,.(n) = rn pro viechna n € Z. ¢, je pro
vSechna r € Z homomorfismus.

Pro vSechna m,n € Z plati
dr(m+n)=r(m+n)=rm+rn=o.(m)+d.(n).
Vsimnéme si, Ze pro r =0 je ¢q trividini homomorfismus.
¢1 Je identita.

¢1 a ¢_1 jsou surjektivni, pro ostatni surjekce neplati.
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Homomorfismus grupy @

Necht G = G1 x G x --- x G,, je direktni sou&in grup.
Projekce 7; : G — G;, kde

mi(g1,92:-- -, 9n) = Gi,
Jje homomorfismus, pro vSechnai=1,...,n.
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Homomorfismus grupy @

Necht G = G1 x G x ---x G,, je direktni sou&in grup.
Projekce 7; : G — G;, kde

mi(91,92,- - 9n) = Gi
je homomorfismus, pro vSechnai=1,...,n.

P¥imo plyne z toho, Ze operace G odpovida v i-té komponenté& operaci G;. l
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Homomorfismus grupy @

Necht ~y : Z — 7, je zobrazeni dané v(m) = r, kde r je zbytek po dé&leni &isla m &islem n.
Ukazte, Ze redukce modulo n v je homomorfismus.
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Homomorfismus grupy @

Tvrzeni

Necht v : 7 — 7, je zobrazeni dané (m) = r, kde r je zbytek po dé&leni &isla m &islem n.
UkaZte, Ze redukce modulo n vy je homomorfismus.

Dikaz

Musime ukdzat, Ze y(s +1t) =v(s) +v(t) pro s,t € Z.

Z véty o celociselném déleni vime:

s=qn+ry, t=qan+1ry, kdeO<r;<n proi=1,2.

Pokud r1 + 1o = ggn +r3 pro 0 < r3 <n, pak
s+t=qn+ri+@n+ra=(q+q@+qg)n+r3

takZe y(s+1t) =rs.

Z toho vidime, Ze y(s) =1, y(t) = ro a Ze soulet r1 + 1o v Z, je také rs.
TakZe v(s+t) =v(s) +y(t).

~ je homomorfismus.
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Vlastnosti homomorfismu @

SloZeni homomorfismii je opét homomorfismus.

Nebudeme dokazovat, zndte z dFivéjsiho studia.

—
—

Necht ¢ je zobrazeni X doY a necht Ac X a BCY.
Obraz ¢[A] mnoziny A v Y pfi ¢ je {¢(a)lac A}.
MnoZinu ¢[ A] nazyvdme obor hodnot zobrazeni ¢.
Inverzni obraz ¢~![B] v X je {z € X|¢(z) € B}.
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Vlastnosti homomorfismu W

Véta 31

Necht ¢ je homomorfismus grupy G do grupy G'.

Pokud je e neutrdlni prvek G, pak ¢(e) je neutrdlni prvek ¢’ v G'.
Pokud a € G, pak ¢(a™t) = ¢p(a)™t.

Pokud H je podgrupa G, pak ¢[H] je podgrupa G'.

Pokud K' je podgrupa G', pak ¢ '[K'] je podgrupa G.

¢ zachovava neutrdlni prvek, inverzni prvky a podgrupy.

Dikaz

Necht ¢ : G - G’ je homomorfismus.

¢(a) = ¢(ae) = p(a)p(e).
Nésobenim zleva ¢(a)~' dostaneme ¢’ = ¢(e).
¢(e) je neutrdini prvek v G'.
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Vlastnosti homomorfismu W

Diikaz (Pokra&ovani)

Rovnice €' = ¢(e) = p(aa™t) = ¢p(a)p(a™t) ukazuje, Ze
¢(at) = ¢(a)™!
Necht H je podgrupa G, ¢(a) a ¢(b) jsou libovolné prvky z ¢[ H].
d(a)p(b) = p(ab), takZe vidime, Ze ¢p(a)p(b) € o[ H], takZe ¢[H| je uzavFend na
operaci G'.
Spolu s tim, Ze ¢’ = ¢(e) a ¢p(a™') = p(a)~!, dostaneme, Ze p[H] je podgrupa G'.
Necht K' je podgrupa G'. Predpoklidejme, Ze a,be ¢~ [K'].
Pak ¢(a)¢(b) € K', protoZe K' je podgrupa.
o(ab) = ¢p(a)p(b) ukazuje, Ze ab e [ K'].
TakZe ¢~1[K'] je uzaviend na operaci z G.
Také K' musi obsahovat neutralni prvek ¢’ = ¢(e), takZe e € 71 [K'].
Pokud a € ¢ '[K'], pak ¢(a) € K', takZe ¢(a)™ € K.
Ale p(a)™ = ¢(a™t), takZe a™ e p7L[K'].
Z toho plyne, Ze ¢ 1[K'] je podgrupa G.
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Jadro homomorfismu @

Necht ¢ : G — G’ je homomorfismus grup. Podgrupa
¢~ [{e'}] = {z e Glo(z) = €'}

se nazyvd jadro ¢.

Znac¢ime Ker(¢).

Zjevn& {e'} je podgrupa G’, takZe dle predchozi véty ¢~ '[{e’}] je podgrupa grupy G.
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Jadro homomorfismu W

Véta 32

Necht ¢ : G - G' je homomorfismus grup, H = Ker(¢) aa€G.

PodmnozZina ¢~'[{¢(a)}] = {z € Glé(z) = ¢(a)}
Je levd tfida aH a také prava ttida Ha rozkladu G dle podgrupy H .
Tyto dva rozklady jsou navic stejné.

Dikaz

Chceme ukdzat, Ze {x € G|¢p(x) = ¢(a)} = aH.

PFedpoklddejme, Ze ¢(x) = ¢(a). Pak

#(a)'p(x) = €', kde €' je neutrdini prvek G'.

Vime, %e ¢(a)™ = ¢p(a™t), tedy ¢p(a)p(z) =€’

ProtoZe ¢ je homomorfismus, mame

d(a N o(x) = p(a™'z) takZe p(a™1z) =€'.

Co? ale ukazuje, 2e a™'x € H = Ker(¢), tak¥e a 'z = h pro n&jaké he H a x = ah € aH.
To ukazuje, Ze {x € G|¢p(x) = ¢(a)} S aH
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Jadro homomorfismu @

Chceme ukazat, Ze opacny smér.

Predpokladejme, Ze y € aH, takZe y = ah pro néjaké h € H. Pak
o(y) = p(ah) = ¢(a)p(h) = p(a)e’ = ¢(a),

takZe y € {zx € Glp(z) = Pp(a)}.

Dikaz, Ze {x € G|¢(x) = ¢(a)} = Ha by byl obdobny a nechdme jako cviceni.
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Jadro homomorfismu @

P¥iklad 62

Pro komplexni &isla z1 a z2 plati |z122| = |21]|22|.

Funkce absolutni hodnoty |- | je homomorfismus grupy C — {0} s ndsobenim na grupu R*
s ndsobenim.

ProtoZe {1} je podgrupa R*, vime, Ze &isla na jednotkové kruZnici tvoF podgrupu grupy G.
Ttidy rozkladu C - {0} odpovidajici tomuto homomorfismu jsou kruZnice se stfedem v
pocatku.

Kazdd kruZnice je homomorfismem zobrazena na jeji prinik s kladnou &Edsti rediné osy (jeji
polomér).

v
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Jadro homomorfismu @

Necht D je aditivni grupa véech diferencovatelnych redlnych funkci jedné proménné a F je

aditivni grupa vsech realnych funkci jedné proménné.
Je derivace (¢ : D — F, kde ¢(f) = f') homomorfismus? Pokud ano, jak vypadd jeho

jadro?

Homomorfismy grup

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Jadro homomorfismu @
P¥iklad

Necht D je aditivni grupa vsech diferencovatelnych redlnych funkci jedné proménné a F je
aditivni grupa vsech realnych funkci jedné proménné.

Je derivace (¢p: D — F, kde ¢(f) = f') homomorfismus? Pokud ano, jak vypadd jeho
jadro?

m Ano, je homomorfismus, protoZe:

o(f+9)=(f+9) =f+3g" =o(f)+0(9)
m Jadro:

Ker(¢) jsou vdechny funkce, pro které plati f’ =0, coZ jsou vdechny konstantni funkce
m Konstantni funkce tvo¥i podgrupu C grupy D
m T¥ida funkci, které se zobrazi na z2:
Jednou z takovych funkci je %

Dle pfedchozi véty jsou to tedy funkce % +C
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Jadro homomorfismu @

Homomorfismus grup ¢ : G — G' je injektivni zobrazeni, pravé kdyZ Ker(¢) = {e}.

Pokud Ker(¢) ={e}, pak pro kazdé a € G jsou prvky zobrazené do ¢(a) pFesné& prvky z
levé t¥idy a{e} = {a}, coZ ukazuje, Ze ¢ je injektivni.

PFedpoklddejme, Ze ¢ je injektivni. Pak vime, Ze ¢(e) =¢€'.
ProtoZe ¢ je injektivni, vidime, Ze existuje jen jeden prvek zobrazeny na €', takZe

Ker(¢) = {e}.

Nyni, abychom dokazali, Ze jsou dvé grupy isomorfni, sta&i najit homomorfismus ¢, Ze
plati Ker(¢) = {e} a je toto zobrazeni surjektivni.
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Normalni podgrupa W

Definice
Podgrupa H grupy G je normalni, pokud jeji levé a pravé tfidy koinciduji, tedy kdyZ
gH = Hg pro vSechna g € G.

Normal subgroups be like

I' You're weak

Yy




Normalni podgrupa @

ViSechny podgrupy abelovskych grup jsou normalni.

Pokud ¢ : G — G’ je homomorfismus grup, Ker($) je normalni podgrupa G.

PFrimo plyne z predchozi véty.
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