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T¥idy ekvivalence @

PFipomenuti:

m Ekvivalenci nazyvame bindrni relaci R na mnoZiné X, kterd je reflexivni, tranzitivni a
symetricka.

m Relace ekvivalence urtuje jednoznatné rozklad mnoziny (faktormnozinu) X na tfidy
ekvivalence.

m Rozkladem rozumime takovou mnoZinu Y € P(X) podmnoZin mnoZiny X takovou,
Ze sjednocenim této mnoziny dostaneme X a kazdé dva prvky Y jsou disjunktni.

m Ttidy ekvivalence jsou pravé podmnoziny X, pficemz kazdd t¥ida ekvivalence
obsahuje pravé vsechny takové prvky z mnoziny X, Ze kazdé dva v ramci této t¥idy
jsou navzdjem ekvivalentni ve smyslu dané relace.

m Plati to i naopak — kazdy rozklad Y mnoziny X urluje jednoznacné pravé jednu relaci
ekvivalence.
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T¥idy ekvivalence @

KaZda permutace o mnoZiny A oznaluje pFirozeny rozklad A do tFid takovych, Ze a,be A
Jsou ve stejné t¥id&, pravé kdyZ b = c"(a) pro n&aké n € Z.

Jde tedy o rozklad dany relaci ekvivalence ~:
a ~b, pravé kdyz b = c"(a) pro n&jaké n € Z. Pro viechna a,b € A.

OvéFime, Ze jde o ekvivalenci.

Reflexivita: Zjevné. a ~ a, protoZe a = 1(a) = 0°(a).

Symetrie: Pokud a ~ b, tak b=0"(a) pro n&jaké n € Z. Pak ale a = 07" (b) a tak b~ a.
Tranzitivita: Pokud a ~b ab~c, pak b=0c"(a) a c=0"(b) pro n&aké n,m € Z.
Substituci dostaneme ¢ = o™ (0" (a)) = 0™ (a) a tedy a ~ c.
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Orbity v

Necht o je permutace mnoZiny A. TF¥idy ekvivalence ~ se nazyvaji orbity.

Orbity permutace v jsou viechny jednoprvkové podmnoZiny mnoZiny A. l

Najdéte orbity permutace o:
_( 1234567 8)

3 86 7 41 5 2
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Orbity @

Najdéte orbity permutace o:
U_(12 3456 78)

386 7 415 2

m Orbita obsahujici 1.

1533%631%35

Tedy: {1,3,6} 1 2 .
m Orbita obsahujici 2:

258525 .

Orbita: {2,8} 3 6 7 5
m Orbita obsahujici 4: 8

45755545 .

Orbita: {4,5,7}
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Orbity ﬁy

m KaZd3 kruZnice vyjadfuje permutaci v Ss.

m Prvni je permutace
(1 2 3 45 6 78
F=\3 26 451738
Rotuje 1, 3 a 6 stejné jako o a ostatni nechdva na misté.

Jak vypadaji orbity permutace pi? I
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Orbity v

Jak vypadaji orbity permutace ji? I

m Orbity: {1,3,6}, {2}, {4}, {5}, {7}, {8}

m Na zakresleni této orbity by ndm stacila jedna kruZnice. Jednoprvkové vynechdvdme.

m Permutacim, které miZeme vyjad¥it jednou orbitou, ¥ikdme cykly.

Permutace o € S,, je cyklus, pokud ma nejvyse jednu orbitu obsahujici vice neZ jeden
prvek.
Délka cyklu je pocet prvkii v nejvétsi orbité.
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Cykly ﬁy

Rozhodnéte, zda je permutace o cyklus a pokud ano, jakd je jeho délka?

(12345678910)

13456 7 289 10
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Cykly ﬁy

Priklad
Rozhodnéte, zda je permutace o cyklus a pokud ano, jaka je jeho délka?

(1 23 45 6 7 8 9 10
\1 3 4567289 10

m Ano. Délka cyklu je 6.

Zjednodugend notace — cyklus budeme zapisovat ndsledujicim zpisobem
o=1(2,3,4,5,6,7)

Ale také o = (3,4,5,6,7,2), 0 = (4,5,6,7,2,3) ...

m Toto budeme chépat tak, Ze
2%533%4,4%555%56657,752

V&e, co se v této notaci nevyskytuje, nechd na misté.

Jediny problém, Ze z tohoto zdpisu nevyteme mnoZzinu, na které je o definovana.
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Cykly ﬂy

Cykly jsou specidlni permutace, mizeme s nimi provadét permutaéni soudin.

KaZda permutace o kone¢né mnoZiny je soucin disjunktnich cykld.

Disjunktni cykly jsou cykly, kde v Zzddnych dvou cyklech neni stejné &islo.

Necht By, Bo,...,B, jsou orbity o a u; je cyklus definovany jako
o(x) proxeB;

(e =
Hi(@) x Jinak
Zjevné o = o . . . [y
ProtoZe B; jsou ttidy ekvivalence, tak jsou disjunktni, a tedy i u; jsou disjunktni, pro

ie{l,...,r}.
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Cykly ﬁy

Poznamky:

m Soudin cykld obecné nemusi byt cyklus.
Napf¥iklad:
L ( 12345678

3 8 6 7 41 5 2

m Permutaéni soutin obecné neni
jejich poradi zaménovat.

m ProtoZe jsou orbity permutace unikatni, reprezentace permutace jakou soudin
disjunktnich cykld (z nichz zadny neni identita) je unikatni, aZz na potadi &initeld.

) = (1,3,6)(2,8)(4,7,5)

komutativni, nasobime-li disjunktni cykly, mizeme

P¥iklad 41
Vyjadrete permutaci o jako soucin disjunktnich cykld.

(123 456
\l6 5 2431
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Cykly ﬁy

Vyjadrete permutaci o jako soucin disjunktnich cykld.

(123456
7“l6 5 2 4 3 1

m Cykly: (1,6), (2,5,3)
m Prvek 4 neméni pozici
m Vyjadreni:
1 2 3 45 6
J_( 6 5 2 4 3 1 )_(176)(275a3)
3)(1

m Nebo také (2,5,3)(1,6)

Uvazujme cykly (1,4,5,6) a (2,1,5) v Sg. Jak vypadd permutaéni soucin téchto cykli? I
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Cykly @

Ptiklad
UvaZujme cykly (1,4,5,6) a (2,1,5) v Sg. Jak vypadd permutaéni soucin téchto cykli? J

m (1,4,5,6)(2,1,5) = _ d .
(1 2 3 4 5 6) slide 10, | Mohe

zaménovat |
poradi
cyklu.

poznamka 2 |

6 4 3 5 2 1
m (2,1,5)(1,4,5,6) =

(1 2 3 45 6)

4 1 3 2 6 5 (123455)
m Jak je mozné, Ze jsou vysledky riizné? paz
(123458

m Jsou vysledné souliny cykly? 413265
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Transpozice @

Cyklus délky 2 se nazyva transpozice. I

m Zjevné kazdé preusporadani posloupnosti 1,2,...,n mize byt dosaZeno opakovanymi
zdménami dvojic Cisel.

m Transpozice vyméni dvé ¢isla a ostatni nechdva na misté.
m Kazdy cyklus mdzeme vyjadfit jako permuta&ni souin transpozic.
m Zjevné plati:

(ay,a2,...,ay,) = (a1,an)(a1,an-1) ... (a1,a3)(a,az)

Viyjadrete cyklus (1,4,5,6) na Sg jako soucin transpozic.
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Transpozice @

Vyjadrete cyklus (1,4,5,6) na Sg jako soucin transpozic. I

123456
'(1’4’5’6)=(4 2 35 6 1)
1

m (1,4,5,6) =(1,6)(1,5)(1,4)
(13010
oo (13000
SEATREERE
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Transpozice @

Libovolnd permutace konec¢né mnoZiny o alespori dvou prvcich je souin transpozic.

Vyjddrete permutaci o = (1,6)(2,5,3) jakou soucin transpozic.
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Transpozice @

Vyjddrete permutaci o = (1,6)(2,5,3) jakou soucin transpozic.

(1,6)(2,5,3) = (1,6)(2,3)(2,5)
Mizeme vyjadFit i jinym zplsobem?

Jak vyjad¥ime identitu v Sy, (n >2) jako soucin transpozic? I
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Transpozice @

Jak vyjad¥ime identitu v Sy, (n >2) jako soucin transpozic?

(1,2)(2,1)

Poznamky:

m KaZdou permutaci kone¢né mnoziny s alespori dvéma prvky je mozné vyjadfit souéinem
transpozic.

m Transpozice nemusi byt disjunktni.
m Permutace neni jedine¢na.

m Polet transpozic pouZitych k reprezentaci dané permutace musi byt bud vzdy sudy,
nebo vzdy lichy.
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Transpozice @

Véta 17

Z3dnd permutace v S,, nemiiZe byt vyjadFena jako soucin sudého poltu transpozic i
lichého poctu transpozic.

Ve skriptech naleznete diikaz i pomoci linearni algebry.
Dikaz

Necht o € S,, a 7 = (i,]) je transpozice v S,,. Tvrdime, Ze po&et orbit o a o1 se li§i 0 1.
Predpokladejme, Ze © a j jsou v riiznych orbitach o.
Zapiseme o jako soucin disjunktnich cykli — prvni bude
obsahovat j a druhy .

MiiZeme to zapsat jako (b, j, x,x,x)(a,i,x, %, x)
Soucinem s T dostaneme o = (i,j)o

(4,5)(b, 7, %, x, x) (@, i, x,%x,x) = (a,j,x, %, x,b, 4, x,x, x)
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Transpozice @

Dikaz

Predpokladejme, Ze i a j jsou ve stejné orbité o. 8 oose. @
MiZeme pak orbitu zapsat jako (a,i,x,x, x,b, j, x, %, x)

Soucinem dostaneme To = (i,j)o

(i,7)(ayi, x,x,x,b,7,x,x,%x) = (a, j,x, %, x)(b, i, x, X, x) .Y
Pdvodni orbita je rozdélena na dvé.

Ukazali jsme, Ze pocet orbit Ta se lisi od poctu orbit o o 1. Permutace identity . ma n
orbit. TakZe pocet orbit dané permutace o € S,, se li$i od n bud'to o liché nebo o sudé

Cislo, ne oboji.
”

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Liché/sudé permutace @

Permutace kone¢né mnoZiny je licha nebo suda, podle toho, jestli ji Ize vyjadFit jako
soucin sudého, nebo lichého pocltu transpozic.

Urcete jestli jsou nasledujici permutace v Sg liché nebo sudé.
Identita ¢.

Permutace (1,4,5,6)(2,1,5)
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Liché/sudé permutace @

Urcete jestli jsou nasledujici permutace v Sg liché nebo sudé.
Identita ¢.

Permutace (1,4,5,6)(2,1,5)

Protoze ¢ = (1,2)(2,1), pak je suda.

Permutaci (1,4,5,6)(2,1,5) miZeme vyjadfit pomoci transpozic ndsledovng:

(1,6)(1,5)(1,4)(2,5)(2,1),
coz je 5 transpozic, tedy je lichd.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Alternujici grupy W
Véta 18

Pokud n > 2, tak kolekce viech sudych permutaci mnoZiny {1,2,...,n} tvofi grupu Fadu
n!/2 symetrické grupy S,.

Dikaz

Pocet prvkii S,, je n!. My tvrdime, Ze pocet sudych permutaci je n!/2 (tedy je stejny pocet
sudych a lichych permutaci).
Necht A,, je mnoZina sudych permutaci v S,, a B,, je mnoZina lichych permutaci.
Definujeme bijekci A,, - By, (to stali k tomu, abychom dokazali, Ze maji stejny pocet
prvkd).

Necht T je pevné dand transpozice v S,,. Ta existuje, protoZe n > 2. Bez tijmy na
obecnosti si zvolime t¥eba T = (1,2).

Definujeme zobrazeni \; (o) = 70.

Zjevné, pokud je o suda, je To lichd. Je to tedy doopravdy zobrazeni do B,,.

Pokud by pro o, € A, platilo Ar(c) = A+ (w), pak (1,2)0 = (1,2)p

a protoZe S, je grupa, mame o =y — je injektivni.
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Alternujici grupy W

Diikaz (Pokratovani)

7=(1,2) =771, takZe pro p € B, plati

tipe A, a X (77ip) =T(77p) = p

— je surjektivni.

Chceme dokazat, Ze se jedna o grupu.

Soucin dvou sudych permutaci je opét sudy. (uzavienost)

Pron >2, ma S,, transpozici (1,2) a v =(1,2)(1,2) je sudd permutace. (existence
neutralniho prvku).

Pokud je p vyjddreno jako soucin transpozic, vzato v opa&ném poradi je p~t. Inverze sudé
permutace je zase sudd permutace. (existence inverznich prvkii).

Definice

Podgrupu grupy S, sestavajici se ze sudych permutaci nazyvame alternujici grupa.
Zna&ime A,,.
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Levé a pravé tfidy grup W

Véta 19

Necht H je podgrupa G. Definujme relace ~j, a ~g na G takto:
a~p, b, pravé kdyz albe H,

a~pb, pravé kdy? ab™' € H.

Pak ~1, a ~g jsou ekvivalence na G.

Dikaz

Ukédzeme, Ze ~1, je ekvivalence (u ~r bychom postupovali obdobné).

Reflexivita: Necht a € G. Pak a™'a=e aee H (H je podgrupa). TakZe a ~1, a.

Symetrie: Predpokladame, e a ~1, b. Pak a™'be H. ProtoZe H je podgrupa (a™'b)~' ¢ H
a(a'b) ' =bla, tak¥e b 'ac H a tedy b~y a.

Tranzitivita: Necht a ~;, b a b~y c¢. Paka™'be H ab'ce H. ProtoZe H je podgrupa
(a~'b) (b c) e H. (a7tb)(b7lc) = a"te. TakZe a ~p c.
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Levé a pravé tfidy grup W

Vime, Ze ekvivalence indukuje rozklad.

P¥edpokladejme, Ze a € G. T¥ida obsahujici a obsahuje véechna = € G takova, Ze
a~y I.

m Tedy takové z, pro kterd plati a 'z € H.

m o 'z = h pro n&jaké h € H. Nebo také jinak, kdy# plati z = ah pro n&jaké h e H.
m T¥ida obsahujici a je {ah|h € H}.

m Oznadime si to aH.

|

Obdobné t¥ida rozkladu odpovidajici ~r obsahujici a € G zna¢ime Ha a vypada
nasledovné& {halh € H}.

Definice

Necht H je podgrupa grupy G.
Podmnozina aH = {ahlh € H} je leva tf¥ida H obsahujici a.
PodmnoZina Ha = {halh € H} je prava t¥ida H obsahujici a.
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Levé a pravé tfidy grup @

Jak vypadaji levé t¥idy podgrupy 37 grupy 7.7 '
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Levé a pravé tfidy grup @

Jak vypadaji levé t¥idy podgrupy 37 grupy 7.7 I

Levou tfidu 3Z je m + 3Z

® Prom=0:
0+32=4...,-9,-6,-3,0,3,6,9,...}

m Prom=1:
1+3Z={...,-8,-5,-2,1,4,7,10,... }

m Prom=2:
2+32={...,-7,-4,-1,2,5,8,11,...}

Zjevné jsou tyto tf¥i t¥idy rozkladem Z.

Jak by vypadaly pravé tfidy rozkladu?
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Levé a pravé tfidy grup @

Pro podgrupu H abelovské grupy G, jsou rozklady G na levé a pravé tFidy podgrupy H
stejné.

Grupa Zg je abelovskd. Najdéte rozklad Zg na tFidy podle podgrupy H = {0,3}. '
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Levé a pravé tfidy grup @

Grupa Zg je abelovskd. Najdéte rozklad Zg na tFidy podle podgrupy H ={0,3}. I

m T¥ida obsahujici 0: {0,3}.
m T¥ida obsahujici 1: 1+ {0,3} = {1,4}.
m T¥ida obsahujici 2: 2+ {0,3} = {2,5}.

T¥idy rozkladu spolu s operaci, kterou vidime
v tabulce (operace na 3 barvach) tvofi
grupu. Pozdéji si tuto grupu pojmenujeme
faktorova grupa.

BN owold
TR~ w oo
N UL A O o w
O W N R
U= CIS, Y
B R O w ot N
— A O N Ol ot
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Levé a pravé tfidy grup @

Pro symetrickou grupu Ss vezmeme jeji podgrupu (p1) = {po, 11 }. Najdéte jeji levé a
pravé tridy dle této podgrupy.

Grupa Ss:
1 2 3 1 2 3 1 2 3
PO=11 2 3) p1=(2 3 1) P2=\ 3 2)
1 2 3 1 2 3 1 2 3
’“‘(1 3 2) “22(3 2 1) 3=l 2 1 3)

Permutaéni souéin mizeme popsat tabulkou:

°© | Po_P1_ P2 K1 M2 H3

Po | PO P P2 K1 M2 U3

pr | pr P2 pPo K3 M1 H2

P2 | P2 PO P K2 M3 M1
pio| g1 H2 B3 PO P10 P2
M2 | K2 p3 M1 P2 PO P1
M3 | pH3 M1 M2 p1 P2 PO
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Levé a pravé tfidy grup @

Pro symetrickou grupu Ss vezmeme jeji podgrupu (pu1) = {po, 11 }. Najdéte jeji levé a
pravé tridy dle této podgrupy.

m Levé:
H = {po, pu1} °© | po p1 P2 M2 H3
prH = {p1po; priuny = {p1, hz} po| o P P2 1 B2 3
poH = {p2p0, p2p1} = {pa, p2} pL| P P2 po H3 Pl f2

m Pravé: p2 | P2 po p1 M2 P34
H ={po, 1} pi| g g2 g3 opo pro pe
Hpy1 = {pop1, mp1} = {p1, p2} B2 | B2 B3 M1 P2 po Pl
Hps ={pop2, u1p2} = {p2. 3} B3 | g3 g1 g2 pr P2 po

Rozklady jsou riizné.
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Levé a pravé tfidy grup

m Levé:
H = {p07/’(/1}
p1H = {p1po, prp1} = {p1, 13}
p2H = {p2po, papi1} = {p2, p2}

m Pravé:
H ={po,p1}
Hp1 = {pop1,p1p1} = {p1, p2}
Hpa = {pop2, p1p2} = {p2, 13}

°© | p0 M1 P1 M3 P2 M2
po | PO M1 P1 M3 P2 M2
M1 | H1 PO M2 P2 M3 P1
pPL | P M3 P2 M2 PO M1
M3 | 3 pP1 M1 PO M2 P2
P2 | P2 M2 PO K1  P1 M3
M2 | 2 P2 M3 P11 M1 PO

°© | po M1 P1 M2 P2 43
PO | PO M1 P1 K2 P2 H3
H1 | 1 po M2 pP1 M3 P2
PL | P M3 P2 K1 PO H2
M2 | K2 P2 M3 po M1 Pl
P2 | P2 M2 PO M3  P1 M1
M3 | 3 pP1 M1 P2 K2 PO

Z tabulek vidime, Ze ani v jednom p¥ipadé nedostaneme grupu.
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Levé a pravé tfidy grup @

Vypocitejte levé a pravé tridy pro podgrupu (p1) = {po, p1, p2}
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Levé a pravé tfidy grup @

Vypocitejte levé a pravé tFidy pro podgrupu (p1) = {po, p1, p2}

°© | po p1 P2 M2 M3

) po | po p1 P2 P f2 M3

m Levé: pPL | p1 P2 po M3 M1 M2
H = {po, p1,p2} p2 | P2 po p1 M2 p3 [
piH = {ppo, paprs pap2d = {pn, ko s}y | s e gz opo pr pe
M2 | p2 K3 M1 P2 PO P1

M3 | H3 M1 M2 p1 P2 PO

T¥idy jsou stejné a zjevné dostdvame grupu isomorfni se Zo
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Levé a pravé tfidy grup W

Tvrzeni

KaZdd t¥ida (leva i prava) rozkladu grupy G dle podgrupy H ma stejny pocet prvki, jako
H.

Diikaz

Predpokladame, Ze H < G. Chceme ukdzat, Ze kaZda t¥ida ma stejny pocet prvki. Navic je
tento pocet stejny, jako pocet prvki H.

Najdeme bijektivni zobrazeni H — gH podgrupy pro pevné zvolené g € G.

¢(h) =gh proheH.

Toto zobrazeni je zjevné surjektivni. Musime dokazat jesté, Ze je injektivni.

Uvazujme ¢(h1) = ¢(hs), pro hy,hs € H.

Pak ghi = gho. Diky vété o kraceni mame hi = ho.

Stejnym zpiisobem bychom dokazovali i zobrazeni pro pravé t¥idy ¢' : H — Hg.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Lagrangeova véta @

Necht H je podgrupa kone&né grupy G. Pak |H| je délitel |G]. I

Necht n =|G| a m = |H|.
Vime, Ze kazdd t¥ida rozkladu G dle H ma m prvkd.
Necht r je polet tfid v rozkladu G dle H.

Pak musime mit n = rm, takZe m je skutecné délitel n.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Lagrangeova véta @

KaZda grupa s prvociselnym Fadem je cyklicka. I

Necht G je grupa s prvoliselného Fidu a a € G, a # e.
Pak cyklickd podgrupa (a) md alespori dva prvky a a e.

Ale podle Lagrangeovy véty musi Fad m > 2 podgrupy (a) délit prvocislo p. Musime tedy
mit m =p a (a) = G. Tedy G je cyklickd.

ProtoZe vime, Ze kazdd cyklickd grupa ¥adu p je isomorfni s Z,, vidime, Ze existuje jenom
jedna grupa (az na isomorfismy) daného ¥adu.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Lagrangeova véta @

Rad prvku kone&né grupy je délitelem Fidu té grupy.

ProtoZe vime, Ze Fad prvku je totéZ jako rad cyklické podgrupy generované timto prvkem,
vidime, Ze to pFimo vyplyva z Lagrangeovy véty.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Index podgrupy @

Necht H je podgrupa grupy G. Po&et levych tid rozkladu G podle H se nazyvd index H
v G.

Znacime (G : H)

Index mize byt kone&ny i nekone&ny.
Pokud je ¥ad kone&ny, zfejmé (G : H) = |G|/|H|. Pro&?

Pro grupu G = (Zy¢,+) ur&ete index (G : H) pro podgrupu H = (2).

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Index podgrupy W
Véta 22

UvaZujme podgrupy H, K grupy G, takové, Ze K < H < G a pFedpokladejme, Ze (H : K)
a (G: H) jsou kone¢né. Pak (G : K) je také kone¢ny a plati

(G:K)=(G:H)(H:K).

CAN'T GRITIGIZE MY
W PROOF

Diikaz

Zjevné.

SIF1 LEAVEITAS AN EXERCISE FOR
THE READER

memegenerator.net

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Direktni soucin grup @

Kartézsky soutin mnoZin Si x Sa x --- x S,, je mnoZina viech n-tic (a1,...,ay,), kde
a; €S;, proi=1,...,n.
Zna&ime Sy x Sy x -+ x Sy, nebo [T, S;

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Direktni soucin grup W

Véta 23

Necht (G1,01), ...{Gn,on) jsou grupy. Pro (ai,...,ay),(b1,...by) € [T Gi definujeme
(a1,...,ap) o (by,...by) =(aj01b1,...,an0pby).
Pak (T17, G;,0) je grupa a nazyvame ji direktni soucin grup.

Dikaz

ProtoZe a;,b; € G; a G; je grupa, plati, Ze a; o; b; € G;. TakZe opravdu o definuje operaci
na [T, Gi. (uzavienost)

Asociativita v [1j-y G; vyplyva z asociativity v kaZdé komponenté.

Neutrdini prvek. Necht e; jsou neutrdini prvky v G;, pak je neutrdini prvek (e, ..., ey).
Inverzni prvky. Pokud a; L je inverze a; v Gy, pak zjevné& (aIl, ..., a;b) je inverze prvku

'
(ah' "’an)'

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Direktni soucin grup @

Jak vypada grupa Zo x Z3? Je tato grupa cyklickd? I

m Grupa md 2-3 =6 prvki:
(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2)
m Aby byla grupa cyklickd, potfebujeme jeji generator (1,1)
(1,1)=(1,1)
(1,1) +(1,1) = (0,2)
(L, 1) +(1,1)+(1,1) =(1,0)
(1, 1)+ (1,1) +(1,1) + (1,1) = (0,1)
(LD + (LD + (1L, )+ (1, 1)+ (1,1)=(1,2)
(1L, D) +(1,1) +(1,1) + (1,1) + (1,1) + (1,1) = (0,0)
m Tato grupa je isomorfni se Zg.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Direktni soucin grup @

Jak vypada grupa Zs x 737 Je tato grupa cyklicka? l

m Grupa md 2-2 =4 prvki:
(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)
m Aby byla grupa cyklickd, potfebujeme jeji generator

m(1,1):
(1,1)=(1,1)
(1,1)+(1,1) = (0,0)
m (0,1):
(0,1) =(0,1)

(0,1)+(0,1) = (0,0)

m Zadny prvek nevygeneruje celou grupu.
m Vime, Ze existuji jen dv& grupy ¥adu 4 (Z4 a Kleinova 4-grupa)
m Grupa neni cyklicka, takZe musi byt isomorfni s Kleinovou 4-grupou

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Direktni soucin grup @

Jak vypada grupa Zs x 737 Je tato grupa cyklicka? '

Podobné, jako v pfedchozim prikladu. VyzkouSejte sami.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Direktni soucin grup @
Véta 24

Grupa Zy, x Z,, je cyklicka a isomorfni s Zy,y, pravé kdyZ m a n jsou nesoudélnd.

Diikaz

UvaZujme podgrupu grupy Z, x Z,, generovanou (1,1).

Vime, Ze Fad této cyklické podgrupy je nejmensi mocnina (1,1), kterd nam da (0,0).
Prvni komponenta 1 € Z,, da 0 pouze po m seCteni, 2m selteni, . ..

Prvni komponenta 1 € 7Z,, da 0 pouze po n secteni, 2n secteni, . ..

Abychom dostali (0,0), musi byt pocet s¢itancii ndsobek m in. To bude mn pouze tehdy,
kdyZ jsou nesoudélné. V takovém pripadé (1,1) generuje cyklickou grupu ¥adu mn, takZe
Jje isomorfni se Ly, .

Naopak, pFedpokladejme, Ze ged(m,n) =d > 1. Pak mn/d je dé&litelné m in.

Pak plati (r,8) € Zyy, x Ly, (1,8) +---+ (r,5) = (0,0)

mn/d s€itanci
TakZe Zadny (r,s) € Zy, x Z, nemiiZe vygenerovat celou grupu. Tedy Z,, x Z,, neni
cyklicka a isomorfni se Ly, .

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Direktni soucin grup @

Grupa [1;L, Z; je cyklickd a isomorfni se Zy,m,...m,, pPravé tehdy, kdyZz jsou &isla m; po
dvou nesoudélna.

m Pokud n mlZeme zapsat jako souéin mocnin rlznych prvodisel
n=(p)" (p2)" ... (pr)"

m 7, isomorfni s
Zprym * Lpyyra X+ X Lp,ynr

Najdéte direktni soucin grup isomorfni s Zi7s. l

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Direktni soucin grup @

Najdéte direktni soucin grup isomorfni' s Zzs.

Zg X Zg
Zména poradi &initell v sou€inu nam da také isomorfni grupu.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Rad prvku v direktnim sou&inu grup @

Necht 71,79, ...,y € N. Jejich nejmensi spoleény nasobek (lcm) je kladny generstor
cyklické grupy vsech spole¢nych ndsobkii r;, tj. cyklickd grupa vsech celych Cisel
délitelnych kaZdym r;, proiel,... n.

vvvvvv

Z definice a z d¥ivéjsiho studia cyklickych grup vidime, Ze lcm &isel r1,72,...,7, j
nejmensi kladné &islo, které je ndsobkem kazdého 7;.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Rad prvku v direktnim sou&inu grup @

Necht (ay,...,ay) € [1%, G;. Pokud a; je kone¢ného Fadu r; v G;, pak ¥ad (ai,...,an) v
[Ti=; G; je roven lem vsech r;.

Podobné jako v diikazu véty 24.
Aby mocnina (a1, ...,a,) dala (ey,...,e,) musi ta mocnina byt ndsobek ri, abychom
dostali v prvni komponenté ey, nasobek ro, aby ve druhé komponenté byl e, . ..

Zjistéte ¥Fad prvku (8,4,10) v grup& Zio x Lo * Zay.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Rad prvku v direktnim sou&inu grup @

Zjistéte Fad prvku (8,4,10) v grupé Zia x Zey x Zag. I

ged(8,12) =4, 8 mé ¥ad 2 =3 v Zy,
ged(4,60) =4, 4 mé ¥ad L =15 v Zgg
9cd(10,24) =2, 10 mé ¥ad 2 =12 v Zyy
lem(3,15,12) = 60

(8,4,10) ma v grupg Zio x Zgy x Zoy ¥ad 60

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Generatory direktniho soudinu grup @

Direktni sou&in n cyklickych grup, kde kazda je 7. nebo Z,, pro n&jaké m € N, je
generovany n n-ticemi

(1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1).

Takovy direktni soudin je mozné generovat i méné prvky.

Jakymi prvky jsou generovany nasledujici grupy?
7. x Ly

Zig x Loy x L3

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Generatory direktniho soudinu grup @

Jakymi prvky jsou generovany nasledujici grupy?
7. x Ly

Zig x Ly % L35

(1,0) a (0,1)

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)
ale také jen (1,1,1)

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Direktniho sou&inu grup @

Direktni soucin grup G; T1i-; Gi definovany dFive také nazyvame vnéjsi sou&in grup G;.
MiiZeme ho v3ak definovat i pomoci grup G; = {(e1,€a,...,€i-1,0;,€i11,- .., en)|a; € Gi}
ViSechny komponenty aZ na i-tou obsahuji neutralni prvek.
V takovém pFipadé mluvime o vnitinim sou&inu grup G;.

Ztejmé je G, isomorfni s G;. Jak vypada isomorfismus?

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)

Cykly, orbity a alternujici grupy



Konelné generované abelovské grupy @

Véta 26 (Zakladni v&ta konené& generovanych abelovskych grup)

KaZda kone¢né generovana abelovskd grupa G je isomorfni direktnimu soucinu cyklickych
grup ve tvaru

Z(pl)rl X Z(m)TZ X -e X Z(pn)"n XLXLx- X1,

kde p; jsou prvocisla, ne nutné riizna, a r; € N.

Tento soucin je unikatni’ aZ na mozné pFeuspofadani &initeld, tj. pocet (Bettiho &islo G)
&initeld 7 je unikdtni a mocniny (p;)" jsou unikatni.

Diikaz
Viynechan.

Priklad 58

Najdéte vsechny abelovské grupy, aZ na isomorfismy, Fadu 360.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



Konené generované abelovské grupy @

Najdéte vSechny abelovské grupy, aZ na isomorfismy, Fadu 360. '

m 360 = 23325

m VSechny moZnosti:
Lo x g x L x L3 x Lz % L,
Ly x Loy x L3 x L3 x L5
ZQXZQXZzXZgXZ5
ZQXZ4><ZQXZ5
ZgXZgXZgXZ5
m ZgXZgXZ5

m Existuje 6 rGznych abelovskych grup (az na isomorfismy) ¥adu 360.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)

Cykly, orbity a alternujici grupy



Konetné generované abelovské grupy @

Najdéte vSechny abelovské grupy, aZ na isomorfismy, Fadu 4.
Drive jsme uvedli, Ze existuji jen 2. Z4 a Kleinova 4-grupa.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cykly, orbity a alternujici grupy



