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Podgrupy kone¢nych cyklickych grup W

Véta 11

Necht G je cyklickd grupa s n prvky, kterd je generovand a a b=a® € G.
m b generuje cyklickou podgrupu H < G obsahujici n/d prvkd, kde d je ged(n, s).
m (a®) = (a') prdvé& kdy? ged(s,n) = ged(t,n).

Diikaz

Dle véty 6: b generuje cyklickou podgrupu H grupy G.

Chceme ukdzat, Ze H md n/d prvka.

Dle véty 10: H ma tolik prvki, jako nejmensi kladnd mocnina m Cisla b, kterd nam da
neutrdlni prvek.

b=a® ab™ =e pravé, kdyZ (a®)™ = e, tedy, kdyZ n dé&li ms.

Hledame nejmensi kladné &islo m takové, Ze n déli ms.
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Podgrupy kone¢nych cyklickych grup @

Diikaz (Pokratovani)

Necht d = gcd(n, s). Pak existuji u,v € Z takovd, Ze
d=un+vs.

ProtoZe d délin i s, miZeme psat

1 =u(n/d) +v(s/d) ((n/d) i (s/d) jsou celd &isla)
ZFejmé n/d a s/d jsou nesoudé&lnd &isla.

Hledame kladné m takové, Ze

ms _ m/d) o ol islo

n = "(njd) J '

Z toho, Ze pokud jsou r a s nesoudélna a pokud r déli sm, pak r déli m dostavame, Ze

v/

n/d musi d&lit m, takZe nejmensi kladné takové m je n/d. Réd H je tedy n/d.
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Podgrupy kone¢nych cyklickych grup @

Diikaz (Pokratovani)

(a®) = (a'), pravé& kdy? gcd(s,n) = gcd(t,n)

ViSechny cyklické grupy Fadu n jsou isomorfni s Z,,.

Pokud je d délitelem n, pak cyklickd podgrupa (d) grupy Z, ma n/d prvki a obsahuje
viechna pFirozend &isla m mensi neZ n takovd, Ze ged(m,n) = d.

TakZe existuje jenom jedna podgrupa Z,, ¥adu n/d.

Pokud je a generator cyklické grupy G, pak {a®) = (a'), pravé kdy? gcd(s,n) = gcd(t,n).
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Podgrupy kone¢nych cyklickych grup @

Z12 ma generator 1. Jak vypadaji nasledujici podgrupy a kolik maji prvki?
(3)

(8)
(5)
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Podgrupy kone¢nych cyklickych grup @

Z15 ma generator 1. Jak vypadaji nasledujici podgrupy a kolik maji prvki? '

(3) =10,3,6,9}
m gcd(3,12) =3
m 3 generuje podgrupu o % =4 prvcich
(8) = {0,478}
m gcd(8,12) =4
m 4 generuje podgrupu o 17‘2 = 3 prvcich
(5) = Z12
m ged(5,12) =1
® 5 generuje podgrupu o 1—12 =12 prvcich, tedy celou grupu
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Podgrupy kone¢nych cyklickych grup @

Pokud je generator cyklické grupy G Fadu n, pak ostatni generdtory G jsou prvky tvaru a”,
kde r je nesoudéIné s n.

Pro grupu 718 najdéte vsechny podgrupy a zobrazte jejich diagram. '
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Podgrupy kone¢nych cyklickych grup

Priklad
Pro grupu Zyg najdéte vsechny podgrupy a zobrazte jejich diagram.

m Grupa je cyklicka, vSechny podgrupy jsou cyklické.

m Dle disledku 3 jsou generatory prvky: 1, 5, 7, 11, 13 a 17 (generuji

celou grupu)

m (2)={0,2,4,6,8,10,12,14,16}
grupa fadu 9, jeji generdtory jsou prvky ve tvaru h2, kde h jsou
nesoudélnd s 9 (h=1,2,4,5,7,9, takze h2 =2,4,8,10, 14, 16).

m Prvek 6 z (2) generuje {0,6,12} (stejn& jako 12. Pro&?)
m (3)={0,3,6,9,12,15} (stejnou grupu generuje i 15. Pro&?)
= (9) ={0,9}
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Generujici mnoZiny W

m G je grupa, a,beG

m Nejmensi cyklickd podgrupa, kterd obsahuje a i b, zfejmé& (dle v&ty 6) obsahuje i a™,
b" pro vsechna a,beZ

m Navic musi obsahovat v8echny kone¢né souciny takovych mocnin a a b
Nap¥. a?bta™

m Pokud neni GG abelovska, nemiZeme napsat nejprve mocniny a a pak mocniny b

m VZechny takové soudiny mocnin a a b tvo¥i podgrupu grupy GG, coZ musi byt nejmensi
podgrupa obsahujici @ a b

m Prvky a a b nazyvdme generatory této podgrupy.
m Pokud je podgrupa celd grupa G, ¥ikdme, Ze {a,b} generuje G.

m Generdtory mohou byt mnoZiny obsahujici vice nez 2 prvky
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Generujici mnoZiny @

Kleinova 4-grupa (V = {e,a,b,c},o)

0|eabc
ele a b c
ala e ¢ b
blb c e a

cle b a e
Je generovand {a,b}, protoZe ab = c.
Jakymi dalsimi mnoZinami je generovana?
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Generujici mnoZiny @

P¥iklad
Kleinova 4-grupa (V = {e,a,b,c},o)
o | e a b c
ele a b ¢
ala e c b
blb ¢ e a
clec b a e
Je generovand {a,b}, protoZe ab = c.
Jakymi dalsimi mnoZinami je generovana?

m Je generovand {a,b}, {a,c}, {b,c}

m Pokud je grupa G generovanad podmnoZinou S, pak kazdd podmnoZina, kterd obsahuje
S generuje G
{a,b,c}, {a,b,e}, {a,c,e}, {b,c,e}, {a,b,c,e}
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Generujici mnoZiny @

Grupa Z¢ je generovand {1} a {5}.
ProtoZe 2 + 3 = 5, pak podgrupa obsahujici 2 a 3 musi také obsahovat 5. Odtud vidime, Ze
Je rovna Zg. {2,3} tedy generuje Zg.

Jakymi dalsimi mnoZinami je generovand?
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Generujici mnoZiny @

Priklad

Grupa Zg je generovand {1} a {5}.

ProtoZe 2 + 3 = 5, pak podgrupa obsahujici 2 a 3 musi také obsahovat 5. Odtud vidime, Ze
Je rovna Zg. {2,3} tedy generuje Zg.

Jakymi dalsimi mnoZinami je generovand?

Je také generovana libovolnou podmnoZinou obsahujici 1 nebo 5 (napt. {1,2})
Je také generovana libovolnou podmnoZinou obsahujici 2 a 3 (nap¥. {2,3,4})
{3,4} a podmnoziny obsahujici 3 a 4 (nap¥. {2,3,4})

Neni v8ak generovand {2,4}
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Prdnik mnozin @

Necht {S;|i € I} je kolekce mnoZin (I je mnoZina indexii). Priinik mnozin S; (zna&ime
Nicr Si) je mnoZina viech prvkd, které jsou ve vsech mnoZindch S;:

Nier Si = {z|x € S;,Vie I}

Pokud je I kone¢nd (I ={1,2,...,n}), pak zapisujeme

S1nSen---nS,.
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Prinik mnoZzin @

Véta 12
Priinik podgrup H; grupy G pro i € I je opét podgrupa G.

Dikaz

Uzavrenost na operaci:

Necht a € Njer H; a b € Niey Hi, takZe a € H; a b e H; pro vdechna i € I. Pak ab e H; pro
vSechna i € I, protoZe H; je grupa. TakZe ab € Ny H; .

Existence neutralniho prvku:

e € H; pro vSechna i € I, protoZe H; je grupa. TakZe e € N;er H;.

Inverzni prvky:

Pro a € Ny H; mame a € H; pro vSechna i € I. ProtoZe H; je grupa aleH,. Tedy

a™ €Mier H;.
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Generdtory grupy @

Necht G je grupa a a; € G proi € I. Nejmensi podgrupa G obsahujici {a;|i € I'} je
podgrupa generovana {a;|i € I'}. Pokud je tato podgrupa celd grupa G, pak {a;|i € I'}
generuje G a a; jsou generatory grupy G. Pokud existuje kone¢nd mnoZina {a;li € I'},
ktera generuje G, pak G je kone€né generovana.

Tato definice je konzistentni s d¥ive zminénou definici generatoru cyklické grupy.
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Generatory grupy W

Véta 13

Pokud G je grupa a a; € G pro i€ I, pak podgrupa H grupy G generovanad {a;|i € I} md
pravé ty prvky grupy G, které jsou kone¢né souciny celociselnych mocnin a; (mocniny
stejného a; se mohou vyskytovat vickrat).

Diikaz

Necht K ozna&uje mnoZinu viech kone&nych sou&inii mocnin a;. Pak K ¢ H.
Potrebujeme jen ovéfit, Ze K je podgrupa (H je nejmensi podgrupa obsahujici a;):
Soutin prvkii z K je opét v K. ProtoZe (a;)° = e, mame e € K. Pro kaZdy prvek k € K,
pokud vytvoFime soucin, kde bude poradi a; obracené a exponenty budou mit opacna
znaménka, dostaneme k="', které je v K.

Nap¥. (a1)*(az)™* a (az)*(a1)~?
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Caleyho grafy

m Caleyho graf — vizualizace kone¢né grupy
pomoci generdtorl, navrzeny Cayleym

m Pro kaZdou generujici mnoZinu S kone¢né
grupy G — orientovany graf reprezentujici
tuto grupu pomoci generator(

m Graf se skldd3d z kone&ného pottu bodi
(vrcholi), pro kazdy prvek grupy jeden

m Orientované hrany mezi vrcholy — kazdy
generator v S je oznaen jednim typem
hran (budeme pouZivat riizné barvy nebo
typy &ar)
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Vlastnosti Caleyho grafu

Graf je spojity(miZeme najit cestu
mezi kazdymi dvéma uzly).

Divod: KaZd4 rovnice gx = h ma
FeSeni v grupé.
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Vlastnosti Caleyho grafu

NejvySe jedna hrana jde z jednoho
vrcholu do druhého.

Ddvod: KaZzda rovnice gx = h je
unikatni.
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Vlastnosti Caleyho grafu

Kazdy uzel ma pravé jednu hranu
kaZzdého typu, kterd v ném zading, a
jednu kazdého typu, kterd v ném
kon&i.

Dilvod: pro g € G a kazdy generator
b mlizeme spotitat gb a (gb™1)b=g.
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Vlastnosti Caleyho grafu

Pokud dvé rlizné posloupnosti typl hran
zacinajici v g vedou do stejného uzlu h, pak
tytéZ posloupnosti zaéinajici v libovolném
uzlu u povedou do stejného uzlu v.

Davod: Pokud gg=h a gr = h, pak
uq =ug th = ur.

Priklad 31

Najdéte dvé riizné cesty z l do ﬁ
PouZijte stejné cesty z '

MoZna otoeni Rubikovy kostky (3 x 3 x 3) tvoFi grupu s 43 252 003 274 489 856 000
prvky. Zde bereme otoleni o 90 stupiiti. Z grafu je patrné, Ze z libovolné pozice se do

vychozi pozice mizeme dostat s maximdlné 26 otocenimi.
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Caleyho graf @

Pro grupu Zg nakreslete Caleyho graf pro mnoZinu generdtori S.
m S={1}
m S={23}
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Caleyho graf

Ptiklad
Pro grupu Zg nakreslete Caleyho graf pro mnoZinu generator( S.
S={1} S ={2,3}
. 0 3
5 '/V . 1 Q@¢------------ >®
® \
T l 2 @<-->@ 5
. ."* / \
4 [ 2 @<¢------------ >@
3 4 1
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Caleyho graf @

m MdZeme ukdzat i naopak, Ze kazdy orientovany graf spliiujici d¥ive zminéné podminky,
je Cayleyho graf pro né&jakou grupu.

m Diky symetrii grafu miZeme vybrat ozna&eni pro jednotlivé typy hran (nap¥. a, b, ...)
a pojmenovat kazdy vrchol jakou sou&in oznaleni hran (p¥ipadng jejich inverzi) po
kterych cestujeme z e do onoho uzlu.

N&které kone¢né grupy byly prvné zkonstruovany/objeveny pouZitim grafd.
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Caleyho graf @

m Zvolime podateéni uzel e

e
Q—>

i
@< >® bR
\ / m Zvolime oznaéeni hran X, BB
m Pojmenujeme ostatni uzly
/. .\ e ®
N A
@< >@ <

X o—omi

Priklad 33

Pro nasledujici graf vytvoFte grupu.

—>

AN

A\
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Caleyho graf

e

=

2 .2

# L%

m Z grafu jednoduse miZeme odvodit tabulku pfedstavujici operaci.

* e ) ¥ B B B
e e A ¥ B Bt B
A R e Bt B B

7 S SR R B B B

B B i
Bt | BBt R
B¢ B B

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL)
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Permutace @

Permutace mnoZiny A je bijekce ¢: A — A.

Operaci sklddani permutaci budeme nazyvat permutaéni soucin.

Znacime o.
Permutacni soucin je bindrni operace na kolekci viech permutaci A.

Necht o a 7 jsou permutace mnoZiny A. SloZend funkce o o 7 definovana
A5 A5 4
je zobrazeni z A do A.

Zapis budeme zkracovat na o1
Vsimnéte si, Ze nejprve aplikujeme 7 a pak o. Zéapis ¢teme zprava doleva.
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Permutace

Priklad 34

Mame mnoZinu A = {1,2,3,4,5}. Na n mame definovanou permutaci o:
154,252, 3->5,4-3,5->1.
Permutaci miiZeme zapsat v kanonickém tvaru nasledovné:

(123 45
“\4 25 3 1)
Dale mame permutaci T:

(123 45
T™\l35 42 1)

Pak o1:
(1 34 5\(1 2
97=1 4 5 3 1)\3 5

Jak bude vypadat To?

3
4

DN DN
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Permutace W

Véta 14

Necht A je neprdzdnd mnoZina a S, je kolekce viech permutaci A. Pak S s operaci
permutacéniho soucinu je grupa.

Diikaz

Vime, Ze sloZeni dvou permutaci A d3 opé&t permutaci A, takZe S 4 je uzavFena na operaci
permutacéniho soucinu.

Permutac&ni soucin je definovan jako sloZeni funkci, to vime, Ze je asociativni.
Permutace . takovd, Ze 1(a) = a, pro viechna a € A je neutrdIni prvek.

Pro permutaci o je inverzni funkce o~' permutace, kterd obraci smér zobrazen.
o (a) = a’ takovd, %e a = o(a’) pro viechna a € A.

Existence pravé jednoho takového prvku je diisledek toho, Ze o je bijekce.
Wa)=a=0(a') =o(07 (a)) = (007 ")(a)

Wa')=a'=0"(a) =07 (a(a")) = (¢710)(d)

TakZe oo~ i o7 'o jsou rovny 1, tedy jsou k sobé& inverzni.
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Symetricka grupa @

Necht A je kone&nd mnoZina {1,2,...,n}. Grupa vSech permutaci A se nazyvd
symetricka grupa n-prvkové mnoZiny.
Znac¢ime S,,.

Kolik ma S,, prvki?

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cyklické a permutaéni grupy



Symetricka grupa @

Necht A je kone¢nd mnoZina {1,2,...,n}. Grupa véech permutaci A se nazyvd
symetricka grupa n-prvkové mnoZiny.
Zna&ime S,,.

Kolik ma S,, prvka?

Sy, ma n! prvki.
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Symetricka grupa S @

Grupa 53, se sklada ze 3! = 6 prvki:

(12 3 (12 3 (123
PPty 2 3) P7la 3 1] 2713 1 2
(12 3 (123 (12 3
M=t 1 3 2 #7139 1] M2 1 3

Permuta&ni soudin mizeme popsat tabulkou:
°© | po P1 P2 M1 H2 U3
po | pPo P P2 M1 M2 M3
prL | PL P2 PO K3 H1 M2
p2 | p2 po p1 M2 ps Grupa neni abelovska.
M1 H1 p2 K3 po P11 P2
M2 | B2 3 M1 P2 PO P1
H3 | H3 o g1 p2 P P2 PO
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Symetricka grupa S

Existuje p¥irozenad korespondence mezi prvky S3 a zpisoby, kterymi mohou byt dvé
instance rovnostranného trojihelnika s vrcholy a, b, ¢ umistény tak, Ze jeden prekryva
druhy s vrcholy na vrcholech. Proto se S5 také nazyva grupa Ds symetrii
rovnostranného trojihelnika. D3 znamend 3. dihedralni grupa. (Obecné D,, je grupa
symetrii na pravidelnych n-thelnicich)
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Symetricka grupa Dy, @

Grupa symetrii &tverce D, (oktickd grupa)

1 2 3 4 1 2 3 4 (1 2 3 4 (1 2 3 4
PO=\1 2 3 4 Pr=\2 3 4 1) P27\ 341 2] P41 23
1 2 3 4 L 234) o (1234 st 234
M=o 1 4 3) "7 4 3 21 1713 2 1 4 2701 4 3 2
Po p1 P2 P3 M1 12 01 02
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Symetricka grupa D, @

°o | po p1 p2 p3 1 p2 01 b
po | po pr P2 p3 p1 H2 01 O2
pr | p1 p2 p3 po 01 G2 1 p2
p2 | p2 p3 po p1 p2 H1 G2 O
ps | ps po p1 p2 02 61 p2
p1| 1 d2 p2 S po p2 Pz p1
M2 | p2 01 g1 02 p2 po p1 pP3
01 |61 w1 G2 p2 p1 Pz po P2
02 | 02 w2 1 g1 p3 p1 P2 PO

Najdéte vSechny podgrupy grupy D4 a nakreslete jejich graf. I
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Symetricka grupa Dy, @

°o | po_p1__p2 p3s H1 po 01 O
po| pPo p1 p2 p3 p1 p2 01 02
P1 PL P2 P3 Po 01 02 H1 o M2
p2 | p2 p3 po p1 P2 1 b2 Oy
p3 | p3 po p1 p2 02 01 p2 Dy
pi | g b2 p2 0 po p2 p3s p / \

0 0
512 Zf ,Ull 521 ,U22 Zi Zg Z(l) Zz {0, P2, 11, p2} {po, p1, p2, p3} {po, p2,81,02}
0 | 62 p2 61 g1 p3 P11 P2 Po

{po; 1} {po, u2} {po, p2} {po, 01} {po, d2}

Podgrupy

m Dy, {po}

m {po, 1}, {po, 2}, {pos p2}. {po,d1},
{p0762}

u {p07p27}u’15#2}1 {P07p1»,02ap3}y
{po,p2,01,92}

{po}

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Cyklické a permutaéni grupy



Caleyho véta W

Definice

Necht f: A — B je funkce a H je podmnoZina A. Obor hodnot H pf¥i f je {f(h)|h e H}.
Zna&ime f[H].

<

Lemma 1

Necht G a G’ jsou grupy a ¢ : G — G’ je injektivni zobrazeni takové, Ze ¢(zy) = ¢p(2)P(y)
pro vsechna x,y € G.
Pak ¢[G] je podgrupa G’ a ¢ je isomorfismus G a ¢[G].

Diikaz

Ukadzeme, ze ¢[G] je grupa.

Necht ',y € ¢[G]. Pak existuji z,y € G takové, Ze ¢(x) = 2" a ¢(y) =v'.

Dle pFedpokladu ¢(xy) = p(x)d(y) = x'y’, coZ ukazuje, Ze z',y' € $[G] (uzavFenost).
Necht ¢’ je neutrdini prvek z G'. Pak

e'p(e) = ¢(e) = d(ee) = p(e)o(e) .

Kriceni v G’ ukazuje, Ze ¢’ = ¢(e), takZe e’ € $[G] (existence neutrdlniho prvku).
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Caleyho véta @

Pro x € ¢[G], kde €' = ¢(e), plati

e =¢(e) = p(za") = p(x)p(a7") = a'(z7")

CoZ ukazuje, Ze ¢p(x1) je inverzni prvek k 2’ a ¢(x71) € [G] (inverzni prvky).
Tedy ¢[G] je podgrupa G'.

¢ je izomorfismus

Vime, Ze ¢ je injektivni takové, Ze ¢p(xy) = ¢(x)p(y) pro viechna x,y € G. Z &ehoZ
isomorfismus pFimo vyplyva.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Cyklické a permutaéni grupy



Caleyho véta @

Véta 15

KaZda grupa je izomorfni s grupou permutaci.

Diikaz

Necht G je grupa. UkdZeme, Ze G je isomorfni s podgrupou grupy Sq.

Dle predchoziho lemmatu, sta&i najit injektivni zobrazeni ¢ : G — Sqg takové, Ze

P(zy) = ¢(x)(y).

Pro x € G, necht \, : G — G je definovdno \.(g) = xg pro véechna g € G (ndsobeni zleva
prvkem z).

Rovnice \;(z7tc) = (z(z7te) = ¢ pro c € G ukazuje, Ze \, zobrazuje G na G (je
surjektivni).

Pokud M\, (a) = A\.(b), pak xa = xb a diky krdceni a = b. TakZe je injektivni a je tedy i
permutaci G.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Cyklické a permutaéni grupy



Caleyho véta @

Diikaz (Pokratovani)

Nyni definujme ¢ : G - S jako ¢(x) = \; pro vSechna = € G.

Chceme ukdzat, Ze je toto zobrazeni injektivni. PFedpoklddejme, Ze ¢(x) = ¢(y).
Pak Ay = A\y. Dosadime-li e: X\;(e) = A\y(e) a odtud xe = ye tedy x = y.

Zbyvd ukdzat, Ze ¢p(xy) = d(z)d(y).

Pro kaZdé g € G mame \,y(g) = (xy)g. Permutacni soucin je funkce skladani, takZe
(AcAy)(9) = Aa(Ay(9)) = Aa(yg) = z(yg).

TakZe dle asociativity Ay = Az Ay

Mohli bychom misto nasobeni prvku zleva pouZzit ndsobeni prvku zprava. Jako procviéeni
zkuste dikaz upravit.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Cyklické a permutaéni grupy



Reprezentace grupy W

Definice

Zobrazeni ¢ v diikazu predchozi véty nazyvame leva pravidelna reprezentace grupy G.
Zobrazeni u : x — Kk, takové, Ze k,(g) = gx, se nazyvd prava pravidelna reprezentace

grupy G.

Priklad 36

Viypocitejte levou pravidelnou reprezentaci grupy, ktera je dana tabulkou.
(Najdéte prvky levé pravidelné reprezentace grupy.)
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Reprezentace grupy :ii:

Viypocitejte levou pravidelnou reprezentaci grupy, ktera je dana tabulkou.
(Najdéte prvky levé pravidelné reprezentace grupy.)

m Prvky jsou
e a b e a b e a b
Ae_(e a b)')\a_(a b e)'Ab_(b e a)
m Tabulka pro tuto reprezentaci (Je stejnd jako pivodni tabulka, jen s pfejmenovanim
T = Ag)
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Reprezentace grupy @

Viypocitejte pravou pravidelnou reprezentaci grupy, kterd je dana tabulkou.
(Najdé&te prvky pravé pravidelné reprezentace grupy.)
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