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Zakladni pojmy, které znate z d¥ivéjska

Zakladni véta algebry:
Algebra nam ¢&asto dédva vic, neZ od ni
chceme.

Binarni relace
Bindrni operace
Grupoidy
Pologrupy
Grupy

Homomorfismus

Jak je definovana binarni relace?
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Bindrni relace @

Binarni relace je uspofddana trojice (A, B, R), kde A a B jsou libovolné mnoZiny a R je
podmnoZinou kartézského soucinu A x B.

Jsou ddny mnoZiny A={1,2,3,4,5} a B ={a,b,c,d,e} uvedte pFiklad relaci mezi A a B,
mezi B a A a na mnoZiné A.

Vlastnosti relaci
Reflexivita, symetrie, asymetrie, antisymetrie, tranzitivita
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Bindrni relace — vlastnosti @

Reflexivni: Vx e A: (z,2) € R
Symetricka: Vz,ye A: (z,y) e R= (y,z) € R

Asymetricka: Vo,ye A: (z,y) e R= (y,z) ¢ R

|

|

m Antisymetricka: Vz,ye A: (z,y) e RA(y,z) e R=>x =y

|

m Tranzitivni: Vz,y,z€ A: (z,y) e RA(y,2) e R= (z,2) € R

Na mnoZin& M = {a,b} najdéte vSechny relace, které nejsou tranzitivni ani antisymetrické.

m Ekvivalence: reflexivni, symetricka, tranzitivni
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Zobrazeni W

Definice

Necht A a B jsou neprazdné mnoZiny a f je bindrni relace mezi A a B. f se nazyvd
zobrazeni A do B, ma-li ndsledujici vlastnosti:

m Vae A JbeB:(a,b)ef.

m Jestlize (a,b1) € f a (a,b2) € f, pak by = bs.

Zapisujeme: f: A— B, b= f(a).
b je obraz prvku a.

a je vzor prvku b.
f(A)={f(a)|a e A} — obraz mnoziny A.

m Surjekce: Je-li f(A) = B.
m Injekce: Vi, m0 € A, 1 # w0 = f(x1) # f(x2).
m Bijekce: Pokud je surjekce i injekce.
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Binarni operace @

Binarni operaci nazveme kaZdé zobrazeni f: Ax A — A.

Rozhodnéte, zda je operace o bindrni operaci na 7.
aob=3a+3b
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Grupoid @

Grupoidem nazveme dvojici (S, *), kde S je mnoZina a * je bindrni operace na S.

Komutativita: Va,be S:axb=0b=*a.
Asociativita: VYa,b,ce S:(axb)*c=ax* (b*c).
Neutralni prvek: e S:Vae S,axe=e*a=a.

Inverzni prvky: Va € S, JaleS:axal =ng.

Plati pro grupoid (Z, o), kde o je definovand a o b = 3a + 3b asociativita, komutativita,
existence neutralniho prvku a inverznich prvki?
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Struktury s jednou binarni operaci
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[zomorfismus @

Necht (S, *) a (S’, *") jsou dva grupoidy. Zobrazeni ¢ : S — S’ nazveme
homomorfismus, jestlize Va,y € S plati
o(z *+y) = ¢(z) ' o(y).

Je-li ¢ homomorfismus a bijekce, pak se nazyva izomorfismus.

Necht (S, *) a (S’, *") jsou dva grupoidy. Pokud existuje izomorfismus ¢ : S — S’ nazveme
grupoidy izomorfni.
Zna&ime: S ~ S'.
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|lzomorfismus @

Ptiklad 5

Rozhodnéte, zda grupoidy (A, =) a (B, o) jsou izomorfni. A ={1,2,3,4},
B={000)} a operace Jsou dany nasledujicimi tabulkami.
®

x|1 2 3 4
1[1 2 3 4
2|2 41 3
313 14 2
414 3 2 1

Jak zjistime, Ze jsou dva grupoidy izomorfni?
Definujeme ¢: A - B

Ukdzeme, Ze je ¢ bijektivni (surjektivni a injektivni)
UkaZeme, Ze je ¢ homomorfismus
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|zomorfismus

Ptiklad
Rozhodnéte, zda grupoidy (A, *) a (B,o) jsou izomorfni. A ={1,2,3,4},
B ={0,0,0,0} a operace jsou dany nasledujicimi tabulkami.

®

|1 2 3 4
1/1 2 3 4
212 41 3
313 1 4 2
414 3 21

Definujeme ¢: A - B:

#(1)=0 UkaZeme, Ze je ¢ bijektivni:
#(2) = © Surjekce v

#(3)=©® Injekce v

¢(4)=0O
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|lzomorfismus @

P¥iklad
Rozhodnéte, zda grupoidy (A, x) a (B,o) jsou izomorfni. A ={1,2,3,4},
B = {@ @ ® @} a operace Jjsou dany nasledujicimi tabulkami.

+[1 2 3 4
11 2 3 4
202 4 1 3
313 14 2
404 3 2 1

Ukdazeme, Ze je ¢ homomorfismus:

P(x*y) = g(x) o d(y).
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[zomorfismus @

Me&jme 27 = {2n|n € Z}. Je (Z,+) izomorfni s (2Z,+)? + je klasické s¢itani celych &isel.

Jak dokazat, Ze dva grupoidy NEJSOU izomorfni?
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|lzomorfismus W

Jak dokazat, ze dva grupoidy NEJSOU izomorfni?

m Neexistuje bijekce ¢ : S — S’ spliiujici podminku homomorfismu.

m Zkouset vSechny bijekce a testovat podminku homomorfismu je sloZité.

m AZ na pfipad, kdy Zadna bijekce neexistuje. Kdy neexistuje Zadna bijekce?
m Bijekce neexistuje, pokud maji mnoZiny rliznou kardinalitu.
]

Kardinalita (mohutnost): pocet prvkid mnoZiny.

Pt¥iklad 7
Grupoidy (Q,+) a (R, +) nejsou izomorfni. Pro&? J
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|lzomorfismus @

Jak dokazat, ze dva grupoidy NEJSOU izomorfni?
m lzomorfni grupoidy jsou grupoidy, které se chovaji stejné.
m Strukturadlni vlastnost — je vlastnost, ktera je sdilend vemi izomorfnimu grupoidy.

m Pokud existuje bijektivni zobrazeni ¢ : S — S’, pak p¥i dokazovani, Ze nejsou izomorfni
hledame strukturdlni vlastnost, kterou jedna ma a druhd ne.

Ptiklad 8
Grupoidy (Z,-) a (N,-) nejsou izomorfni. J

m Maji stejnou kardinalitu.

m Existuje bijekce (n&kolik). Uved'te n&jakou.

m V (Z,-) existuji dva prvky, pro které plati z =z -z (1 a 0)
m V (N, ) existuje pouze jeden (1)
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Strukturdlni vlastnost W

Priklad 9

Které z nasledujiciho jsou strukturalni vlastnosti a které ne?
MnoZina ma 4 prvky.
Prvek @ patii do mnoZiny.

Y 7,

Operace se znali + a nazyva se sc¢itani.

S je podmnoZina C.

]
]

]

mzrrx=x Vxes.
]

m Operace je komutativni.
]

Rovnice a * x = b ma FeSeni’ x v S pro vSechna a,be€ S.
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Strukturdlni vlastnost @

Priklad

Které z nasledujiciho jsou strukturalni vlastnosti a které ne?

m MnoZina ma 4 prvky. ANO

m Prvek @ patti do mnoZiny. NE

m Operace se znali + a nazyva se s¢itani. NE

mzrxzx=x, Yz e5. ANO

m S je podmnoZina C. NE

m Operace je komutativni. ANO

m Rovnice a * x =b ma FeSeni x v S pro vSechna a,be S. ANO
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Neutralni prvek @

Necht (S, *) je grupoid. Prvek e € S se nazyvd neutralni prvek pro *, pokud
e*xs=s*e=5 pro vséechna s € S.

Grupoid (S, *) ma nejvySe jeden neutrdini prvek. Tj. pokud existuje neutrdlni prvek, tak je
unikatni.

Predpokladejme, Ze e a € jsou dva neutrdini prvky v S.

m ProtoZe e je neutrdlni prvek, platie e =e.

m ProtoZe € je neutrdlni prvek, platie e = e.

TakZe e = €.

Zjevné je existence neutradlniho prvku strukturdlni vlastnost.
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Neutralni prvek W

Véta 2
Predpoklddejme, Ze (S, ) md neutrdini prvek e. Pro isomorfismus ¢ : S — S’ plati, Ze
o(e) je neutrdini prvek v S’.

Diikaz

Necht s’ € S'. Musime ukdzat, Ze ¢(e) »' s' = s" +" ¢(e) = 5.
ProtoZe ¢ je izomorfismus, je to bijekce S — S'.

Existuje tedy s € S takové, Ze ¢(s) = s'.

Pro neutralni prvek e € S platie * s =s%e = s.

ProtoZe ¢ je funkce, dostaneme

p(exs)=o(sxe) =o(s).

To diky tomu, Ze je ¢ izomorfismus miZeme pFepsat na
p(e) *" d(s) = d(s) +' d(e) = ¢(s).

Viybrali jsme s € S takové, Ze ¢(s) = s', dostaneme, tedy

dle) ' s =s"+"p(e) = 5.
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[somorfismus @

Dokazte, Ze grupoidy (Q,+) a (Z,+) nejsou isomorfni.
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[somorfismus @

Dokazte, Ze grupoidy (Q,+) a (Z,+) nejsou isomorfni.

m Ob& mnoZiny maji stejnou kardinalitu — existuje mnoho bijekci.
m Musime najit strukturalni vlastnost, kterou jedna ma a druha ne.

m Rovnice x + z = ¢ ma Yeeni pro véechna c€ Q, ale ne v Z.
Naptiklad = + z = 3 nemd v Z ¥eSeni.
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[somorfismus @

Dokazte, Ze grupoidy (M2(R),-) (M2(R) je mnoZina redlnych matic 2 x 2 a - je klasické
ndsobeni matic) a (R,-) nejsou isomorfni.
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[somorfismus @

Dokazte, Ze grupoidy (M2(R),-) (M2(R) je mnoZina redlnych matic 2 x 2 a - je klasické
ndsobeni matic) a (R,-) nejsou isomorfni.

m MnoZiny maji stejnou kardinalitu.

7

m Nasobeni &isel je komutativni, ale ndsobeni matic neni.
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Grupa @

Grupoid (G, *) nazyvdme grupa, pokud je operace x asociativni, v G existuje neutralni
prvek a ke kaZdému prvku existuje inverzni prvek.

Rad grupy — mohutnost mnoZiny G (|G|).

Abelovska grupa — pokud je * komutativni.

Rozhodnéte, které z nasledujicich grupoidii jsou grupy:
(Z*,+)

(Zg:+)

(Z,+)
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Grupa @

Rozhodnéte, které z nasledujicich grupoidii jsou grupy:
(Z*, +)

(Zg,+)

(Z,+)

NE. Neexistuje neutrdlni prvek.
NE. Existuje neutrdIni prvek, ale ne inverze pro vdechny prvky (nap¥. 1).
ANO. Je to abelovska grupa.
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Grupa @

Ozna¢me Z, = {0,1,...,n -1} a definujme +,, : Zy, x L, - L, pFedpisem
a+pb=(a+b)( modn)
Va,beZy,.

Ukazte, Ze pro vSechna n € N je Z,, abelovska grupa.
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Vlastnosti grup

Véta 3

Pokud (G, *) je grupa, pak plati zakony kraceni zleva i zprava.
ax*b=ax*cimplikujeb=c

b*a=cx*a implikuje b= c

pro vsechna a,b,c € G.

Dikaz

Predpokladejme, Ze a x b = a * c. V grupé existuje inverzni prvek a’ k prvku a.
a *(axb)=a"*(a*c).

Dle asociativniho zdakona

(a'*a)*b=(a"*a)*c.

ProtoZe a' * a = e dostaneme

exb=exc

e je neutralni prvek, tedy e x b=b a odtud

b=c.

Stejnym zplsobem bychom dokazali i b * a = ¢ * a implikuje b = c.
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Vlastnosti grup @

Véta 4
Pokud (G, *) je grupa, a,be G, pak a*x =b ayx*a=bmaji vG unikdtni FeSeni.

Dikaz

Existence alespori jednoho resenti:

Predpoklddejme a + z = b. Reenf této rovnice je a’  b.

a*(a'*b)=0b

Dle asociativity

(a*xa')*b=b

Dle definice inverzniho prvku
exb=0

Dle vlastnosti neutralniho prvku e
b=>5

TakZe doopravdy je a’ * b YeSenim a * x = b.
Podobn& ma y * a = b FeSeni b * a’.
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Vlastnosti grup @

Unikatnost Feseni:

Predpokladejme a = x = b ma dvé FeSeni x1 a xs.
a*xxy=baax*xxzy=0>.

Pak

a*xT1=a*x9.

Dle zdakona o kraceni

r1 =T2.

Podobné pro y * a = b.

Redeni rovnic a*z = b a y* a = b nemusi byt obecn& stejna. Pouze pokud je * komutativni.
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Vlastnosti grup @
Véta 5

V grupé (G, =) existuje pro viechna x € G jen jeden neutrdlni prvek e

e*xT=T*e=1x.

Pro kaZdy prvek a € G existuje pouze jeden prvek a’

a*a=axa =e.

Diikaz

Unikatnost e:
Dokazali jsme ve Vété 1 pro grupoid.

Unikatnost a':

PYedpoklidejme, Ze a € G md dva inverzni prvky a',a" € G.
o' +a=a+ad' =ead’ *ra=axd" =e.

Pak

a*xa =ax*a’

Dle zakona o kraceni dostaneme

al — al/
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Vlastnosti grup @

V grupé& (G, *) plati pro vechna a,be G, Ze (a b) =b" *a’

(axb)*(axb) =e
(axb)* (b *xa')=e
ax(bxb)xa =e
axexa =e
(axe)*xad =e
axa =e
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Podgrupy @

Pokud je (G, *) grupa a H ¢ G je uzavFend na » a H s indukovanou operaci » je také
grupa, pak Fikame, Ze (H, *) je podgrupa grupy G.
Zapisujeme H < G.

Pokud je (G, *) grupa a H ¢ G. Rekneme, e H s indukovanou operaci * je podgrupa
grupy G, pokud plati

mVa,be H:axbe H
mecH
mVaecH:d e H

Podminky v druhé definici miZeme nahradit jednou jedinou Va,be H:a +b € H.
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Podgrupy @

Rozhodnéte, zda plati:

m (Z,+) <(R,+)
m ({2klk e Z},+) <(Z,+)
m ({0,2,4,...},+) <(Z,+)
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Podgrupy @

Rozhodnéte, zda plati:

m(Z,+) <(R,+)
m ({2k|k e Z},+) <(Z,+)
m ({0,2,4,...},+)<(Z,+)

m (Z,+) < (R,+) ANO
m ({2klk € Z},+) <(Z,+) ANO
m ({0,2,4,...},+) <(Z,+) NE, neobsahuje inverzni prvky
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Podgrupy @

Kazdd grupa G ma dvé podgrupy: G a {e}

Podgrupa H grupy G se nazyva nevlastni, pokud H = G. Ostatni podgrupy se nazyvaji
vlastni.

Podgrupa H grupy G se nazyv4 trivialni, pokud H = {e}. Ostatni podgrupy se nazyvaji
netrivialni.
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Podgrupy @

Pt¥iklad 15
Existuji dvé rizné grupy radu 4.
(Z4,+) Kleinova 4-grupa (V = {e,a,b,c},o)

+ | 01 2 3 o | e a b c
0/0 1 2 3 ele a b c
1711 2 3 0 ala e c b
212 3 0 1 b|b ¢ e a
313 0 1 2 clec b a e

Najdé&te vsechny netrividlni podgrupy grupy (Z4,+).

Najdéte vsechny netrividlni podgrupy grupy Kleinovy 4-grupy.

S jakou grupou je isomorfni grupa ({1,i,-1,-i},-)?
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Podgrupy @

Najdéte viechny netrividlni podgrupy grupy (Zs, +).
Pouze podgrupa {0,2}

Hessiiv diagram uspofadani < — diagram, kde &ara z G do H predstavuje vztah H < G.
Ly

{0,2}

{0}
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Podgrupy @

Najd&te viechny netrividlni podgrupy grupy Kleinovy 4-grupy V. {e,a}, {e,b}, {e,c}

\%4
P IR
{e,a} {e,b} {e,c}

~ |7
()
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Podgrupy @

S jakou grupou je isomorfni grupa ({1,i,-1,-i},)?

Ly
(Z47+> <{17i7_17_i}7'>
+/0 1 2 3 |1 i -1 =i
00 1 2 3 171 4+ -1 =
111 2 3 0 ] 1 -1 - 1
212 3 0 1 -1/-1 - 1 1
313 0 1 2 - |- 1 &+ -1
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Cyklické grupy W
Véta 6

Necht (G, ) je grupa a a € G. Pak
(H ={a"neZ},*)
(a"=ax*---+a,a’=¢)

| —

nx
Jje nejmensi podgrupa grupy G, ktera obsahuje a.
KaZdd podgrupa obsahujici a obsahuje H .

Diikaz
H je podgrupa:
mVa,be H:axbe H
a” *a®=ad"*® pror,seZ, pak vidime, Ze sou&in dvou prvki z H je opét v H
mecelH
a’=¢, takleec H

mVaeH:a'e H

Proa” € H mdme a™" € H, takové e a” *a™" = a°

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Cyklické grupy @

Dikaz (Pokra&ovani)

H je nejmensi podgrupa obsahujici a:
KaZda podgrupa G obsahujici a musi obsahovat H .

m Podgrupa je uzavfend na operaci *, pokud obsahuje a musi obsahovat i a™ (n e N).
m Podgrupa musi obsahovat neutrdlni prvek a°

m Podgrupa obsahujici a musi obsahovat i jeho inverzi a™' (a jeji ndsobky, tedy obecné

a™")
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Cyklické grupy v

Mé&jme grupu 712, kolik prvki ma podgrupa obsahujici 37
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Cyklické grupy v

Me&jme grupu (Z12,+), kolik prvki md podgrupa obsahujici 37

3eH

Obsahuje neutrdlni prvek 0 € H
3+3=06,t.6e¢H
6+3=9,1t.9¢H

Inverze 3 je 9, inverze 6 je 6
H={0,3,6,9}

Me&jme grupu (Z12,+). Jak vypadd nejmensi podgrupa obsahujici 57
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Cyklické grupy v

Necht (G, *) je grupa a a € G. Pak podgrupu (H = {a"|n € Z}, *) nazyvdme cyklicka
podgrupa G generovana prvkem a.
Zna&ime (a).

Prvek a grupy G generuje G a a je generator grupy G, pokud (a) = G.

Pokud existuje prvek a € G, ktery generuje G, grupu G nazyvame cyklicka grupa. '

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Cyklické grupy v

Jsou nasledujici grupy cyklické? Pokud ano, jaké maji generatory?
(Z4,+) Kleinova 4-grupa (V = {e,a,b,c},o)
+ | 01 2 3 o | e a b c
0j0 1 2 3 ele a b c
111 2 3 0 ala e c b
212 3 0 1 b|b ¢ e a
313 0 1 2 clec b a e

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Cyklické grupy v

Je (Z4,+) cyklickd? Pokud ano, jaké ma generatory?
+lo1 23
0/0 1 2 3
111 2 3 0
212 3 0 1
313 0 1 2

= ANO, je cyklicka

m Generdtory: 1 a 3
(1)=(3) =24

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Cyklické grupy v

Je Kleinova 4-grupa (V = {e,a,b,c},o) cyklickd? Pokud ano, jaké ma generatory?
o | e a b c
ele a b ¢
ala e c b
b|lb ¢ e a
clec b a e
= NE

m (a), (b), (c) jsou podgrupy o dvou prvcich

m (e) je podgrupa o jednom prvku

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Cyklické grupy v

Grupa (Z,+) je cyklickd grupa. Jaké jsou jeji generdtory?

Grupy (Zn, +n), kde n € N jsou cyklické. Pokud n > 1, pak 1 a n—1 jsou generdtory. MiiZe
Jich existovat vice.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Cyklické grupy @

UvaZujme (Z,+). Jak vypada (3)7

Musi obsahovat 0

Musi obsahovat 3 a v8echny jeho ndsobky
3,3+3=6,3+3+3=9, ...

Musi obsahovat —3 a v8echny jeho ndsobky
-3, -3+-3=-6, -3+-3+-3=-9, ...
Tuto grupu znadime 3Z

Obecné (n) =nZ

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Cyklické grupy v

Necht a je prvek grupy (G, ). Pokud je cyklickd podgrupa grupy G' kone&nd, pak ¥ad a je
Fad |(a)| této cyklické podgrupy.
Pokud neni cyklicka grupa konecna, fikdme, Ze a je nekone&ného Fadu.

Jakého ¥adu jsou prvky, které generuji G7

Jaky md ¥ad grupa (Zg,+)? Urcete Fady viech prvki grupy a urlete generatory této grupy.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Vlastnosti cyklickych grup @

KaZda cyklicka grupa je abelovska. I

Necht G je cyklicka grupa a a je jeji generator
G=(a)={a"neZ}.

Pro g1, g2 € G existuje r,s € 7 takové, Ze g1 =a” a gs = a®.
Pak

G192 = a'a®=a"s = a®t = afq” = G291

TakZe G je abelovska.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Vlastnosti cyklickych grup

Pro m e N, n € Z existuji unikatni &isla q,r € 7Z takova, Zenm =mq+r a0 <r <m.
q se nazyvd (celotiselny) podil n a m.
r se nazyvd zbytek po déleni n &islem m.

Trividlni.
n>0,¢>0

]
T
-m 0 m 2m gn  (¢g+1)m

This meme is trivial
and left as an
exercise to the reader

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)
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Vlastnosti cyklickych grup @

Najdéte podil q a zbytek r, kdyZ 38 vydélime 7 dle pFedchozi véty. '

m Kladné nasobky 7: 7, 14, 21, 28, 35, 42, ...

m 35 je ndsobek 7, ktery ndm da nezdporny zbytek mensi nez 7
38=35+3=7(5)+3

m Podil ¢ =5 a zbytek r =3

Najdéte podil q a zbytek r, kdyZ —38 vydélime 7 dle pFedchozi véty. '

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Vlastnosti cyklickych grup W

Véta 9
Podgrupa cyklické grupy je také cyklicka.

Dikaz

G je cyklickd grupa generovand prvkem a, H je podgrupa G.
Pokud H = {e}, pak H = (e) je cyklickd.

Pokud H # {e}, pak a™ € H pro n&jaké n € N.

Necht m € N je nejmensi &islo takové, Ze a™ € H.
Tvrdime, Ze ¢ = a™ generuje H. H = (a"™) = (c).

Musime ukazat, Ze kaZdé b € H je mocnina c.

ProtoZe be H a H <G, mdme, Ze b= a™ pro néjaké n.
Z véty o celociselném déleni najdeme q a r takové, Ze
n=mq+7r pro0<r<m.

Pak a™ = ™" = (a™)%a", takZe a” = (™) 9a".
ProtoZe a”™ € H, a™ € H a H je grupa, takZe (a™) %€ H.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou bindrni operaci



Vlastnosti cyklickych grup @

ProtoZe m je nejmensi &islo v N takové, Ze ™ € H a 0 <r <m, musime mit r = 0.

To znamena, Zen = qm a
b=a"=(am)9=c"
a tedy Ze b je mocnina c.

s

Podgrupy 7 se s¢itanim jsou pravé grupy nZ pro n € Z.

Algebraické struktury s jednou binarni operaci
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Nejvétsi spole¢ny délitel @

Definice

Necht r, s € N. Kladny generator d cyklické grupy

H ={nr+ms|n,meZ}

se s¢itanim, je nejvétsi spole¢ny délitel (gcd) r a s.
Zapisujeme d = ged(r, s).

d je délitel r i s, protoze r=1r+0s a s=0r+1s
Protoze d € H, da se vyjadfit pomoci r a s: d = nr +ms, pro néakd n,m e Z.

Kazdé celé &islo, které je délitelem r i s déli d (d&li pravou stranu rovnice, musi d&lit i
levou).

s

m d tedy musi byt nejvétsi &islo, které je délitelem 7 i s.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Nejvétsi spolecny délitel @

Najdéte gcd(42,72). l

Kladni délitelé 42: 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21 a 42

Kladni délitelé 72: 1, 2, 3, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36 a 72
Nejvétsi spoleény délitel je 6

6=(3)(72) + (-5)(42)

Ur&ete ged(12,25).

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Nejvétsi spolecny délitel @

Dvé pFirozend &isla se nazyvaji nesoudélna (téZ relativni prvocisla), pokud je jejich
ged() roven 1.

Pokud r a s jsou nesoudélna a pokud r déli sm, pak r déli m. '

Pokud jsou r a s nesoudélna, miZeme napsat 1 = ar + bs, pro néjakd a,b € Z.
Ndsobenim m dostaneme m = arm + bsm.
Ted r dé&li i arm i bsm, protoZe r dé&li sm.

TakZe je r délitelem i levé strany, tj. r déli m.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Struktura cyklickych grup

Véta 10
Necht je cyklickd grupa s generdtorem a.
m Pokud je ¥dd G nekonelny, je G isomorfni's (Z,+).

ARy

m Pokud md G kone&ny ¥ad n, je G isomorfni’ s (Zy,+n).

Diikaz

G ma nekoneény Fad: Vm e N, a™ % e

Tvrdime, e Z4dné dva riizné exponenty h a k ndm nedaji stejné prvky a” a a* v G.
Predpoklddejme, Ze o = a* a h > k. Pak

aha* = gh-F

coZ je v rozporu s predpokladem.

KaZdy prvek tedy miiZe byt vyjadren jako a® pro unikdtni z € 7.

:e,

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Struktura cyklickych grup @

Izomorfismus pro nekonecny Fad:

Z4dné dva riizné exponenty h a k nam nedaji stejné prvky a" a o* v G.
Zobrazeni ¢ : G — 7 dané ¢(a’) =i je bijektivni.

Navic plati ¢p(a‘a?) = ¢(a™7) =i+ j = p(a’) + ¢p(a?)

tedy ¢ je izomorfismus.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL) Algebraické struktury s jednou binarni operaci



Struktura cyklickych grup

Dilkaz (Pokratovani)

G ma rad n: Pro néjaké m e N, a™ =e.

Necht n je nejmensi kladné &islo takové, Ze a™ = e.

Pokud s€Z as=nqg+r pro0<r<mn, pak

aS = a,’l’Lq+T' = (an)qar = eqar = a’l’

Pokud 0 <k <h<mn aa"=a" taka"*=ea0<h-k<n.
To je v rozporu s vybérem n, takZe prvky

a=e, a,a? ..., a"! jsou viechny rizné a jsou to prvky G.
Izomorfismus:

Zobrazeni ¢ : G — Z,, dané ¢(a’) =i proi=0,1,...n—1 je tedy bijekce G na Z,.
ProtoZe a" = e, vidime, Ze a*a’ = a¥, kde k =i +,, Jj-

(b(ala]) =l+pj= (b(al) tn ¢(a3)'

¢ je izomorfismus.
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