Svazy
Algebra 2

Mgr. Markéta Trneckovd, Ph.D.

Palacky University, Olomouc



Svazy @

Kazdd uspofddand mnoZina, ve které existuji sup(a,b) a inf(a,b) pro kaZdé dva prvky a,
b je svaz (to uZ vime).

Indukei snadno ukdzZeme, Ze je-li (A, <) svaz, pak existuji sup a inf pro kaZdou kone¢nou
podmnoZinu B ¢ A.

Tvrzeni v8ak nemliZzeme jednoduse aplikovat na nekone&né podmnoZiny.

N s relaci délitelnosti je svaz. sup(a,b) =avb=Ilcm(a,b) ainf(a,b) =anb=gecd(a,b).
ged i lem dokaZeme urcit pro libovolné konecné podmnoZiny, ale ne pro nekonecnou.

(2M N, U). Zde existuji suprema i infima nekone&nych podmnoZin.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Uplny svaz @

UspoFddana mnoZzina (L,<) je aplny svaz, pokud pro kaZdou S ¢ L existuje supS a infS
v L.

KaZdy tplny svaz je svaz. Pro€? '
KaZdy dplny svaz L ma 1 0. Jak vypadaji? '

1=supl, 0=infL

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)




Uplny svaz @

Necht L je tplny svaz. Jak vypadd inf@ a supa? '

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Uplny svaz @

Necht L je tiplny svaz. Jak vypadd inf@ a sup@? I

m supremum: Nejmensi prvek horniho kuZelu &

m Horni kuZel je cely L, nejmensi prvek je 0.

m infimum: Nejvétsi prvek dolniho kuZelu @

m Dolni kuZel je cely L, nejvétsi prvek je 1.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Uplny svaz @

K definici iplného svazu ndm sta&i predpokladat jen existenci infS pro viechny S.

UspoFddana mnoZina (L,<) v niZ existuje infS pro kaZdou S € L. Pak (L,<) je uplny
svaz.

Necht S c L a U(S) je horni kuZel mnoZiny S. Zjevn& U(S) + @.

Dle predpokladu ma U (S) infimum, oznaéme si ho x = infU(S).

Zjevn& s < x pro kaZdé s € S.

Je-li s <y pro kazdé s € S, pak y e U(S), tedy x = infU(S) <y, tedy x = supS.

UspoFddana mnoZina (L,<) v niZ existuje supS pro kaZdou S € L. Pak (L,<) je dplny
svaz.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Uplny svaz @

Necht M # @ je mnoZina. UkaZte, Ze mnoZina vSech ekvivalenci na M s c je iplny svaz.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Uplny svaz @

Necht M + @ je mnoZina. UkaZte, Ze mnoZina vSech ekvivalenci na M s c je tplny svaz.

m Dle pFedchozi véty stali ukazat, Ze pro libovolnou mnoZinu I indexi a libovolnou
mnozinu ekvivalenci E;, i € I na M je N{E;|i € I} opét ekvivalence

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



|zotonni zobrazeni @

Necht (A, <), (B, <) jsou usporddané mnoZiny. Zobrazeni f : A — B je izotonni, pokud
pro kaZdé a,b € A plati
a < b implikuje f(a) < f(b).

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



|zotonni zobrazeni @

Véta 106 (V&ta o pevném bodg&)

Necht (L,<) je dplny svaz a f : L - L je izotonni zobrazeni. Pak existuje prvek z € L
takovy, Ze f(x) = .

Takovy prvek x se nazyva pevny bod zobrazeni f.

Diikaz

Necht (L,<) je dplny svaz a f : L - L je izotonni zobrazeni a S = {v|v < f(v)}. Zjevné&
S # @, protoZe 0 € S.

PoloZme x = supS. Pak pro s € S je s <z, tedy s < f(s) < f(z). Tj f(x) je v&tsi rovno
kaZdému s € S, tedy i x. To znamend z < f(x).

Ale f je izotonni, takZe f(xz) < f(f(x)), to znamend, Ze f(x) € S. Ale x = supS, tedy
f(z)=z.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Svazy 9 /58



Idedl svazu @

Necht (L, v, A) je svaz. Neprdzdnd podmnoZina I ¢ L je ideal svazu (L,v,A), pokud
z,yel pakxvyel,
xel, ael pakxnacel.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



|dedl svazu W

Véta 107

Necht (L,v,A) je svaz, Jo je mnoZina vSech idedli svazu L a J = JoU@. Pak (J,<) je
dplny svaz.

Diikaz

Necht J € Jy (n&akd mnoZina idedli svazu L).

Je-liNJ =@, pakNJeJ.

Uvazujme NJ = J + @.

Necht x,y € J aae L. Pro viechnaleJ midmex,yel atedyxvyel axracl. A
tedyxvyeJ axnacld.

Takze J je idedl. Tedy NJ =J e Jy<S J.

Tedy pro kaZdou J je infJ =NJ prvkem J.

Dle véty 104 je (T, <) je dplny svaz.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Svazy 11 / 58



Idedl svazu @

Necht (L,<) je svaz aa€ L. Pak I(a) = {z € Lz <a} je idedl svazu.

Necht z,y € I(a).

Pak x <a, y <a, tedy dle véty 96 jex vy <ava=a, tedy xvyel(a).
Je-libe L, pak x Ab<xz<a, tedy x AbeI(a).

To znamend, e I(a) je idedl svazu L.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



|dedl svazu W

Véta 108

KaZdy svaz je isomorfni s podsvazem dtplného svazu.

Diikaz

Necht L je svaz. Definujme zobrazeni f : L -~ J (J = Jo\U®@, kde Jo je mnoZina viech
idedld L) jako

f(a) = I(a).

Zjevné je f injektivni, protoZe I(a) = I(b) implikuje, Ze a =b. Tedy f je bijekce na
mnoZinu {I(a)la € L} € J. DokdZeme, Ze f je homomorfismus svazi.

Pro kaZdé a,b e L ziejmé& platianbe I(a) aanbe I(b), tedy anbeI(a)NI(D), tedy
anbel(a)NI(b) = I(anb)cI(a)NI(D).

Pokud x € I(a) NI(b), tak x < a, x <b, tedy x < aAb z EehoZ plyne, Ze x € I(a A D), tedy
I(a)NI(b) cI(anb).

Dohromady dostavame

Ffland)=I(anb)=I(a)NIb)=Ffla)NFb).

4
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|dedl svazu W

Diikaz (Pokratovani)

Podle véty 107 je I(a) v I(b) rovno priniku vSech idedli z J, které obsahuji I(a)UI(b).
Ale I(a) cI(avb) aI(b)cI(avd) tedy I(a)UI(b) cI(avbd), odtud plyne

I(a) vI(b)cI(avb).

Pokud existuje I € J takové, Ze I(a)UI(b)c I, pakael, bel tedyiavbel, tj.
I(avb)cI. Neboli I(a)vI(b)=1I(avb).

Odtud f(avb)=I(avb)=1I(a)VvI()=f(a)Vv f(b).

f Jje tedy homomorfismus L do dplného svazu (J,C) a tedy je to isomorfismus L na
podsvaz {I(a)|a € L}.

Je-li svaz L kone&ny a [ je jeho idedl, pak zjevné I = I(a), kde a = supl. Tedy
({I(a)|a € L},c) je svaz viech idedlii kone&ného svazu L. Tedy zobrazeni f:a — I(a) je
isomorfismus L na (7, <).

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Svazy 14 / 58



Distributivni a modularni nerovnost
Véta 109

Necht L je svaz. Pak pro kaZdé a,b,c € L plati distributivni nerovnost
av(bac)<(avb)a(ave),

an(bve)>(andb)v(anc).

Pro kaZdé a,b, c € L spliujici a < ¢ plati moduldrni nerovnost
av(brc)<(avd)ac.

Dikaz

Distributivni nerovnost ProtoZe a<avb a a<aVec, plati také a < (avb) A (aVec).

Dilebanc<b<avbabac<c<ave implikuiibac< (avb)a(ave).

Odtud dostaneme av (bAc) < (avb)A(aVvec).

Dudiné se dokaZe druha distributivni nerovnost.

Moduldrni” nerovnost

Necht a < c. ProtoZe a < a Vv b, dostaneme a < (a Vv b) A c.
Podobn&bac<b<avbabnac<c implikujibac< (avb)ac, tedy dohromady
av(brc)<(avbd)ac.

v

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Svazy
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Distributivni a modularni nerovnost @

Ovérte, zda pro nasledujici svaz Ms (diamant) plati obrdcend distributivni nerovnost.

/I\
\I/

av(brc)<(avb)a(ave)
an(bve)<(anb)v(anc)

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Distributivni a modularni nerovnost @

Ovérte, zda pro nasledujici svaz Mz (diamant) plati obrdcend distributivni nerovnost.

/I\
\I/

av(brc)=a
(avb)a(ave)=1

a neni vétsi nebo rovno 1
(anb)v(anc)=0
an(bve)=a

0 neni vétsi rovno a

Neplati tedy ani jedna obracena nerovnost.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Distributivni a modularni nerovnost @

Ovétte, zda pro ndsledujici svaz N5 (pentagon) plati obrdcend moduldrni nerovnost.
1
/ c
b |
\ a
0

av(brc)<(avb)ac

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Distributivni a modularni nerovnost @

Ovéfte, zda pro nasledujici svaz N5 (pentagon) plati obracend modularni nerovnost.
1
/ ¢
b |
\ a
0

masc
mav(brc)=av0=a
m(avb)rac=c

®m a neni v&tsi nebo rovno ¢

m Neplati obracend nerovnost.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Distributivni a moduldrni svazy @

Svaz L je distributivni, pokud pro viechna a,b,c € L plati
an(bve)=(anb)v(anc).

Svaz L je modularni, pokud pro viechna a,b,c € L spliiujici a < ¢ plati
aVv(bac)=(avb)nc.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Distributivni a modularni svazy @

Svaz L je distributivni, pravé kdyZ pro vsechna a,b,c € L plati
av(bre)=(avb)a(avec).

= Necht L je distributivni. Pak plati
(avb)a(ave)=((avb)ra)v((avb)rc)=av ((arnc)v(bac)) =
(av(anc))v(bac))=av(bnrc)

a tedy plati rovnost z véty.

< Obrdcené tvrzeni se dokaZe dudlné.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Distributivni a moduldrni svazy @

KaZdy distributivni svaz je moduldrni. '

Necht L je distributivni. a,b,c € L a plati a < c. Pak
av(bac)=(avb)a(ave)=(avbd)rc.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Distributivni a moduldrni svazy @

KaZdy podsvaz a kaZdy homomorfni obraz distributivniho svazu je distributivni svaz. I
Zjevné. I

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Distributivni a modularni svazy @

Ovétte, Ze nasledujici svazy jsou distributivni:

KaZdy Fetézec.
(2M,U,N), pro M # @.
Svaz vSech podgrup cyklické grupy (G, o).

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Distributivni @ modularni svazy @
Priklad
Ovéftte, Ze nasledujici svazy jsou distributivni:

Svaz viech podgrup cyklické grupy.

m KaZda podgrupa (A, B) cyklické grupy je normdlni. Plati tedy AA B=ANB,
AvB=A0oB
Stadi ové&Fit platnost AN(BoC) < (ANB)o (ANC) dle véty 109
Necht a € AN(BoC), pak a € A a existuji be B a ce C takové, ze a=boc.
Necht d je generdtor (G, o). Pak b=d™ a c=d", pro n&jakd m,n € Z. Tedy a = d™*".
Necht m/ = lem(m+n,m) a n’ = lem(m+n,n), pak d™ ¢ ANB, d" ¢ ANC.
Necht h = ged(m',n"). Pak h = xm’ +yn’, pro n&kterd x,y € Z. Tj.
d" = (d™)* o (d") e (ANB) o (ANC).
m ProtoZe lem i ged spliuji distributivni zakony, plati

h =gcd(m',n") = ged(lem(m +n,n),lem(m+n,n)) = ged(m +n,lem(m,n)) =m+n
m Tedy plati d" =d™" =a, tj. ae (ANB) o (ANC)

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Svazy 25 /58



Distributivni a modularni svazy @

Ovéfte, Ze nasledujici svazy jsou moduldrni:

Svaz normalnich podgrup libovolné grupy (G, o).
MnoZina vsech ideali okruhu R.

Podgrupa H grupy G je normalni, pokud jeji levé a pravé t¥idy koinciduji, tj. kdyz

gH = Hg pro viechna g € G.

Aditivni podgrupa N okruhu R spliiujici aN € N a Nb < N pro v8echna a,b € R se nazyva
idedl.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Distributivni a modularni svazy @

Ovéfte, Ze nasledujici svazy jsou moduldrni:

Svaz normalnich podgrup libovolné grupy (G, o).

Necht A, B, C jsou normalni podgrupy grupy (G, o) a necht Ac C.

Ztejmé, AnB=ANB, AvB=A0B.

Stadi ovéfit platnost AN(BoC) < (ANDB)o (ANC) dle véty 109

Necht a € (Ao BYNC, pak a € C a existuji de A a be B takové, 2e a=dob.
Tedy de Ac C, ale C je podgrupa, tak?e i d'eC, tj. b=d ' oacC.

Tedy be BNC, tj. d=aobe Ao (BNC).

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Distributivni a modularni svazy @
Ptiklad
Ovétte, Ze nasledujici svazy jsou modularni:

MnoZina vsech idealii okruhu R.

m Zjevné pro dva idedly I, J okruhu R je INJ =inf(I,J) vzhledem k c.

Déle I+ J={i+jliel,jeJ} je nejmendi idedl okruhu R obsahujici sou¢asn& I'i J,
tedy I +J =sup(l,J).

MnoZzina vSech idedlll je svaz, v =+, A=(.

Necht I, J, K jsou idedly okruhu R takové, e I € K a necht ke (I +J)NK.

Pak ke K, k=1+7j, kdeiel, jeJ.

IcK,tedyie K,ataké j=k-i1€e K, tedy je JNK.

Odtud k=i+jel+(JNK)

Dokazali jsme inkluzi (I+J)NKcI+(JNK).

Plati i obrdacend inkluze. Dle véty 109.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Svazy 28 / 58



Distributivni a modularni svazy @

Svaz L je moduldrni, pravé kdyZ pro kaZzdé a,b,c € L plati
av(ba(ave))=(avbd)a(ave)

=: Necht L je modularni. JelikoZ a <av c=c, plati
av(ba(ave))=av(bacd)=(avbd)acd =(avb)Aa(ave)
<: Necht pro libovolné a,b,c € L plati identita z véty a a < c.
Pak a v ¢ = ¢, a tato identita pFfechazi ihned v axiom z definice.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Distributivni a modularni svazy @

Svaz je modularni, pravé kdyZ neobsahuje podsvaz isomorfni's N5.

Svaz je distributivni, pravé kdyZ neobsahuje podsvaz isomorfni's N5 nebo Ms.

SN
b |
\0/“ NP2

N5 Ms

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Distributivni a moduldrni svazy W

Dikaz

Svaz je modularni, pravé kdyZ neobsahuje podsvaz isomorfni s Nj.

=

Z véty 113 plyne, Ze kaZdy podsvaz modularniho svazu je modularni.

Vime Ze modularni svaz nemiiZe obsahovat podsvaz izomorfni's N5.

=

Predpokladejme, Ze L neni modularni. Pak existuji prvky a,b,c € L takové, Ze a < ¢, ale
av(bac)# (avb)Ac.

Necht x =cvb, y=aAb. Pakza<c plyneavb<z, cAb>y.

Pokud by platilo a v b < x nebo c Ab >y, tak se snadno dokaZe obracena modularni
nerovnost.

Musi tedy platit av b=z, cAb=1y. Odtud

av(brc)=a, (avb)rc=c,

tedy {y,a,b,c,x} tvofi N5, kde = je nejvétsi prvek a y je nejmensi prvek.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Svazy 31 /58



Distributivni a moduldrni svazy @

Dikaz

Svaz je distributivni, pravé kdyZ neobsahuje podsvaz isomorfni's N5 nebo Ms.

=

Z véty 112 plyne, Ze kaZdy podsvaz distributivniho svazu je distributivni, tedy nemiZze
obsahovat podsvaz izomorfni's Ms.

Dle véty 111 je distributivni svaz také moduldrni, tedy nemiZe obsahovat podsvaz
izomorfni's Ms3.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Svazy 32 /58



Distributivni a moduldrni svazy @

Diikaz (Pokra&ovani)
Svaz je distributivni, pravé kdyZ neobsahuje podsvaz isomorfni's N5 nebo Ms.

< Predpokladejme, Ze svaz L neni distributivni.

Pak bud' neni modularni, tj. obsahuje podsvaz izomorfni s N5, jak bylo vy$e ukazano,
nebo je modulédrni, ale existuji prvky a,b,c € L tak, Zean(bvc)#(anb)v(anc).
Jsou-li kterékoliv dva z prvki a,b, c srovnatelné, pak z modularity L vyplyva platnost
distributivity pro tyto tFi prvky.

Tedy a, b, ¢ jsou nesrovnatelné, tj. tvoFi antifetézec.

PoloZme x =avbve, y=anbnac. Je-li napF. avb<x neboanb >y, pak tyto prvky a, b,
¢ bud’ neporusuji distributivni identitu, nebo prvky {y,a A b,b,c,z} nebo {y,b,aVvb,c,x}
tvoFi podsvaz isomorfni's N5, coZ by byl spor s modularitou L.

Analogicky v pfipadé bv ¢ < x nebobAc>y neboavc<x neboanc>y.

Zbyvd tedy avb=bvc=ave=x aanb=bAac=anc=y, tedy {y,a,b,c,x} tvoFi
podsvaz izomorfni's M3, kde y je nejmensi a x nejvétsi prvek.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Svazy 33 /58



Distributivni a moduldrni svazy W

Disledek 31
Svaz L je modularni tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kaZdé x,y, z € L takové, Ze x <y, plati:
jestlizex Nz=yAzaxVvz=yVz pakx=y.

Svaz L je distributivni tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kaZdé x,y,z € L plati:
jestliZzex Nz=yAnzaxVvz=yVz pakx=y.

Diikaz

Je-li L modularni, x,y,z € L a neplati podminka z diisledku, pak

{xAyAz,x,y,2z,x VYV 2z} tvoli N5 — spor.

JestliZze L neni modularni, pak obsahuje podsvaz izomorfni's N5, jehoZ prvky nespliiuji
podminku z disledku.

Je-li L distributivni, x,y,z € L a neplati podminka, pak {x Ay A z,x,y,z,xVyV z} tvoFi
N5 nebo Ms, jehoZ prvky vsak nespliiuji podminku.

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Svazy 34 /58



Distributivni a moduldrni svazy @

Véta 115

Necht L je moduldrni svaz. Pak pro lib. a,b € L jsou intervaly [a,a Vv b], [a A b,b]
izomorfni podsvazy.

Diikaz

Definujme zobrazeni f : [a,a Vv b] - [a A b,b] pFedpisem f(x) =z AD.

Pak pro kazdé y € [anb,b] jea<avy<avb, tedy avyela,aVvb], pficemZ dle
modularni rovnosti plati f(avy)=(yva)rb=yv (anb)=y.

Tedy f je surjekce. Necht x,2' € [a,a Vv b]. Jestlize f(z) = f(2), pak x Ab=12" Ab. Tedy
dle modularni rovnosti dostaneme

z=(avb)rz=av(brz)=av (baz')=(avb)rx' =2/, tedy [ je injektivni.
Plati f(x nx’")y=x Az Ab=(xAD) A (2" AD) = f(x) A f(2)).

Ddle, protoze x Ab<b aa<z, a<x’ <avb, dostaneme opakovanym pouZitim modularni
rovnosti f(z) v f(x')=(zAb)v (' Ab)=((zAb)va)Ab=((zAb)vava)ab=
(((avb)nz)va'yab=(z'vz)a(avbd)ab=(xvaz)anb=f(xva).

Tedy f je bijektivni homomorfismus (izomorfismus).

v
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Komplementarni svaz @

Necht L je svazs 0 a 1. Prvek b e L se nazyvd komplement prvku a € L, pokud avb=1,
aanb=0.

Svaz L 50 a1 je komplementarni, ma-li kaZdy prvek aspori jeden komplement.

Je-li ve svazu L prvek a komplementem prvku b, pak b je komplementem a a Fikame tedy,
Ze a, b jsou (vzajemné&) komplementarni.

Necht L je svaz s 0 a 1. M3 prvek 0 komplement?

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Komplementdrni svaz @

Necht L je svaz s 0 a 1. M4 prvek 0 komplement? '

m Komplementem prvku O je prvek 1.

m Plati to i naopak, komplementem 1 je prvek 0.

Necht C,, je n-prvkovy Fetézec. Je tento svaz komplementarni?

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Komplementarni svaz @

Necht C,, je n-prvkovy Fetézec. Je tento svaz komplementarni? I

m 0 a 1 jsou jediné prvky, které maji komplementy.

m Komplementarni je jen pro n = 2.

Je na’s/edujl’cf svaz komplementarni? Uréete komplementy jednotlivych prvkii.

/\
/\/
\/

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Komplementarni svaz @

Je na’s/edujl’cf svaz komplementarni? Uréete komplementy jednotlivych prvkii.

/\
/\/
\/

m Komplementarni jsou prvky 0 a 1
m Komplementarni jsou prvky a a d
m Prvky b a ¢ nemaji komplement

Je svaz N5 komplementarni? Uréete komplementy jednotlivych prvki. I

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Komplementarni svaz sg

Je svaz N5 komplementarni? Uréete komplementy jednotlivych prvkii.
1
/ ‘
b |
\ a
0

m Prvek b ma dva komplementy — a a ¢
m Prvek ¢ ma jeden komplement — b
m Prvek a ma jeden komplement — b

Je svaz M3 komplementarni? Ur&ete komplementy jednotlivych prvkd. I

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Komplementarni svaz @

Je svaz M3 komplementarni? Uréete komplementy jednotlivych prvkii.

/I\
\I/

m Prvek a ma dva komplementy — b a ¢
m Prvek b ma dva komplementy —a a ¢

m Prvek ¢ ma dva komplementy —a a b

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Komplementarni svaz W

Definice

Necht L je svaz a c € [a,b] € L. Prvek d € [a,b] se nazyvd relativni komplement prvku ¢
v intervalu [a,b], jestliZe plati

cvd=bacAad=a.

Svaz L je relativné komplementarni, ma-Ii kaZdy prvek c € [a,b] pro libovolny interval
[a,b] aspori jeden relativni komplement v [a,b].

Tvrzeni

Je-li L svaz s 0 a 1 relativné komplementarni, je i komplementarni, protoZe L = [0,1] a
komplement prvku a € L je tedy relativni komplement prvku a v intervalu [0,1].

Existuji vSak relativné komplementarni svazy, které nemaji 0 ¢&i 1.

Priklad 180

Je svaz Nj relativné komplementarni?

’
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Komplementarni svaz @

Je svaz Nj relativné komplementarni?
1
/ c
b |
\ a
0

m UvaZujeme-li interval [0, c],pak pro prvek a € [0, c] neexistuje relativni komplement.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Komplementdrni svaz @

Necht L je distributivni svaz s 0 a 1. Pak kaZdy prvek a € L m3 nejvySe jeden komplement.

Necht b,c € L jsou komplementy a € L. Pak
b=bal=ba(ave)=(bra)v(bac)=0Vv(brc)=bAc,
c=cAnl=cna(avb)=(cra)v(cab)=0Vv(cab)=bnrec.
Tedy b = c.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Komplementarni svaz @

Definice
Svaz L s 0 a 1 je jednozna&né& komplementdrni, ma-li kaZdy prvek a € L pravé jeden
komplement.

V jednozna&né komplementarnim svazu budeme komplement prvku z oznacovat symbolem

x’.

Priklad 181

Nasledujici svaz je jednoznacné& komplementarni. Oznacte jednotlivé komplementy.
30
PN
6 10 15
| > X<
2 3 5
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Komplementarni svaz @

Nasledujici svaz je jednozna&né komplementarni. Oznaclte jednotlivé komplementy.
30

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Komplementdrni svaz @

KaZdy komplementarni distributivni svaz je jednoznacné komplementarni. '

Toto tvrzeni Ize nap¥. pro kone&né svazy obréatit (pro nekonetné ne, ale je to sloZité
dokazat).

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Atomicky svaz @

Definice

Prvek a svazu L s 0 je atom, pokud 0 < a, a pro kaZdé x € L spliiujici 0 < x < a plati x = a.
Jinak Fe¢eno atom je prvek a € L takovy, Ze 0 < a.

Svaz L s 0 je atomicky, pokud pro kaZdy prvek be L, b+ 0 existuje atom a € L tak, Ze
a<b.

Priklad 182

Najdéte atomy v nasledujicim svazu.
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Atomicky svaz @

Najdéte atomy v nasledujicim svazu.

/I\
|>< ><|
\I/

m Svaz md 3 atomy —a, bac
m Ostatni prvky se daji vyjad¥it pomoci té&chto prvki
md=avb e=ave f=bvec

m Jak vyjadfime 0 a 17

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Atomicky svaz @

KaZdy jednoznacné komplementarni atomicky svaz je distributivni.

Viynechan.

KaZdy konecny jednoznacné komplementarni svaz je distributivni. I

Je-li L kone&ny svaz, 0 < x € L, pak bud x je atom, nebo existuje jen kone¢n& mnoho
prvkd zi, ..., z, takovych, Ze

O<z1<29<--<2z, <.

Pak z; je atom. Tedy L je atomicky a disledek plyne ihned z véty 117.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



De Morganovy zakony @

Definice

V jednoznaéné komplementdrnim svazu L plati De Morganovy zakony, pokud pro
vSechna x,y € L plati

(xvy) =2'ny a(zry) =2'vy'

Ptiklad 183

Ovérte platnost De Morganovych zakoni ndsledujiciho svazu.

&
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De Morganovy zakony W

Véta 118

Necht L je jednozna&né& komplementdrni svaz. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
pro kazdé x,y e L platiz <y = 2’ >/

v L plati De Morganovy zakony

Diikaz

1=2:

Necht .,y € L. Pak dle 1 plati:

r<xvy=2'>(xvy),y<xvy=y >(xvy) tedy ' Ay >(zvy).
D o Zx’/\y’ — = (l")’ < (JJ’/\y’)’, y/ > l‘,/\y’ == (yl)l < (33’/\yl),
tedy ' Ay’ < (zvy)'.

Dostdavame tedy rovnost. Druhy De Morganiiv zakon se dokaZe dudlné.
2=>1:

Necht x <y. Pak y = x vy, dle De Morganova zdkona plati

y=(xvy) =x'Ay, tedyy' <a'.

4

Mgr. Markéta Trnetkova, Ph.D. (UPOL) Svazy
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Booleovy svazy @

Booleovsky svaz je komplementarni distributivni svaz. '

Uved'te priklad n&jakého Booleova svazu.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Booleovy svazy @

Uved'te priklad n&jakého Booleova svazu. I

m Svaz (2M J,N) pro M + @, kde pro ka¥dou X ¢ M je X' = M - X.

N,
>
o

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Booleovy svazy @

Pro konecny svaz L jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
L je booleovsky

L je jednoznacné komplementarni

Z véty 116 vime, Ze kaZdy booleovsky svaz je jednoznacné komplementarni.
Z disledku 33 vime, Ze kaZdy konecny jednoznacné komplementarni svaz je booleovsky.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Booleovy svazy @

V kaZdém booleovském svazu plati De Morganovy zdkony. '

Necht L je booleovsky svaz.

Dle véty 116 je L jednoznacné& komplementarni.

Necht a,b € L takové, %e a < b.

Pak a nb' =(anb)ab =an(bab)=an0=0,

tedya' =0va =(anb)nd =(ava)a@®vad)=1an0'vd)=bvd,
tedy o' >’ a dle v&ty 118 plati v L De Morganovy zdkony.

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Komplementarni svazy @

KaZdy komplementarni modularni svaz L je relativné komplementarni. l

Necht a € [z,y] € L a b je komplement prvku a v L. PoloZme

c=(yAb)vua.

Z modularity a ze vztahu x <y plyne c=y A (bv z), a dile
chna=[(zvb)rylra=(zvb)A(yra)=(zvb)ra=xzv (bra)=xv0=2
cva=[(yab)vylva=(yab)v(zva)=(yrb)va=ya(bva)=yarl=y
Tedy c je relativni komplement prvku a v intervalu [x,y].

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)



Komplementdrni svazy @

KaZdy booleovsky svaz je relativné komplementdrni. I

Svaz L je distributivni pravé, kdyZ kaZdy prvek a € L ma v libovolném intervalu nejvyse
Jeden relativni komplement.

Svaz L je moduldrni pravé, kdyZ kaZdy prvek a € L v libovolném intervalu nema dva
srovnatelné relativni komplementy.

Plyne pfimo z predchozi véty. I

Mgr. Markéta Trnetkovd, Ph.D. (UPOL)




